Mathematische Handreichungen

1. Brüche multiplizieren

Ein Bruch ist ein Quotient:
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Die Anzahl der Quotienten kann gezählt werden. Der Bruch 
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, mit c malgenommen, ergibt
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Ein Bruch wird mit einer Zahl multipliziert, indem der Zähler mit der Zahl multipliziert wird. Man beachte bei der Schreibweise von Brüchen, dass
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aber
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Da gilt
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kann man auch sagen: Eine Zahl wird mit einem Bruch multipliziert, indem die Zahl mit dem Zähler multipliziert und durch den Nenner geteilt wird.

Ein Bruch wird durch eine Zahl geteilt, indem der Nenner mit dieser Zahl multipliziert wird:
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Durch die Rechenvorschrift a : b wird a in b Teile geteilt. Wenn dieser Quotient weiter in c Teile aufge​teilt werden soll, ergibt dies c Mal so viele Teile von a; die Anzahl der Teile von a erhöht sich von b auf b · c.
Die Zahl, mit der ein Bruch multipliziert wird, kann selbst ein Bruch sein. Was ergibt also
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Da ein Bruch ein Quotient ist, kann man für diesen Ausdruck auch schreiben
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Wegen 
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 gilt auch
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Ein Bruch wird durch eine Zahl geteilt, indem der Nenner mit der Zahl multipliziert wird. Damit gilt
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Somit ist
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Brüche werden miteinander multipliziert, indem die Zähler miteinander multipliziert werden und die Nenner miteinander.
2. Bruch erweitern
Zähler und Nenner werden mit derselben Zahl multipliziert. Der Bruch 
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 wird mit c erweitert:
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Da der ursprüngliche Bruch 
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 mit einem Bruch multipliziert wird, dessen Zähler und Nenner einander gleich sind, der also einen Wert von 1 aufweist, ändert sich der Wert des ursprünglichen Bruches da​durch nicht:
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3. Bruch kürzen
Zähler und Nenner werden durch dieselbe Zahl dividiert. Der Bruch 
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 wird durch c gekürzt:
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Der mittlere, etwas längere Bruchstrich ist der Hauptbruchstrich. Dieser trennt Zähler und Nenner des zu ermittelnden Bruches. Der Wert des Bruches bleibt durch das Kürzen unverändert.
4. Bruch durch einen Bruch teilen
Teilt man den Bruch 
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 durch den Bruch 
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, erhält man einen neuen Bruch, bei dem 
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 im Zähler steht und 
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im Nenner:
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Der wenig elegante Ausdruck mit drei Bruchstrichen besagt also, dass der Bruch 
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 durch den Bruch 
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 zu teilen ist, was ja auch erfolgen soll. Es sind also 
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 und 
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getrennt zu berechnen und dann durcheinander zu teilen. Mit dem Taschenrechner oder in der Tabellen​kalkulation würde man a/b und c/d in Klammern setzen und eingeben

(a/b)/(c/d)

Aber auch dieser Ausdruck sieht unelegant aus, was zwar dem Computer gleichgültig ist, jedoch nicht dem Mathematiker. Dieser versucht den Ausdruck zu vereinfachen.

Hierzu ist der Begriff des Kehrwerts nützlich. Der Kehrwert eines Bruchs ist ein Bruch, bei dem Zähler und Nenner vertauscht sind:
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Multipliziert man nun den Bruch mit seinem Kehrwert, erhält man
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Betrachtet man mit dieser Erkenntnis den umzuformenden Ausdruck
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dann lässt sich der Ausdruck unter dem Hauptbruchstrich zu einer 1 machen, wenn der Nenner mit dem Kehrwert des Nenners multipliziert wird. Multipliziert man aber nur den Nenner mit seinem Kehr​wert, würde sich der Wert des ursprünglichen Bruchs verändern. Um dies zu vermeiden, wird auch der Zähler mit dem Kehrwert des Nenners multipliziert. Mit anderen Worten: Der Bruch wird mit dem Kehr​wert des Nenners erweitert. Es ergibt sich
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Der neue Bruch ergibt sich also, indem der ursprüngliche Bruch mit dem Kehrwert des Nenners multi​pliziert wird.
Es muss nun nicht unbedingt ein Bruch sein, der durch einen anderen Bruch geteilt wird, sondern die Zahl, die geteilt wird, ist beliebig. Sei a diese Zahl und 
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 der Bruch, durch den zu teilen ist, so gilt
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Soll also durch den Bruch 
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 geteilt werden, führt die Multiplikation mit dem Kehrwert 
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 zum gleichen Ergebnis. Durch einen Bruch wird geteilt, indem man mit dem Kehrwert des Bruches multipliziert.
5. Einen Bruch aufteilen, dessen Zähler aus einer Summe oder einer Differenz besteht
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6. Brüche mit gleichem Nenner addieren
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7. Brüche mit ungleichem Nenner addieren
Wegen 
[image: image43.wmf]acac
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 dürfen nicht einfach die Zähler und die Nenner der beiden Brüche addiert werden. Man kann Brüche nur addieren, wenn die Nenner übereinstimmen. Wenn das nicht der Fall ist, muss dieser Zustand hergestellt werden, indem die Brüche auf geeignete Weise erweitert werden. Der einfachste Weg ist, die Nenner der zu addierenden Brüche miteinander zu multiplizieren (man kann auch versuchen, ein kleineres gemeinsames Vielfaches zu finden; das Produkt der Nenner ist aber auf jeden Fall ein gemeinsames Vielfaches). Bei zwei Brüchen 1 und 2 ist der gemein​same Nenner
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Bei n Brüchen 1...n ist der neue Nenner entsprechend
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Mit diesem Produkt ist zunächst jeder der Brüche zu erweitern. Durch die Erweiterung ändert sich der Wert des einzelnen Bruches nicht, aber wegen des neuen Nenners können alle Brüche auf einen gemeinsamen Bruchstrich geschrieben werden, wie im Folgenden gezeigt wird.
Setzt man für Nenner das Symbol N und für Zähler das Symbol Z, so ergibt die Erweiterung bei zwei zu addierenden Brüchen
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Auf der rechten Seite dieser Gleichung kann jeweils der Nenner des ursprünglichen Bruchs wegge​kürzt werden, da dieser Nenner im Zähler der Erweiterung vorhanden ist. Der bisherige Nenner ist aber auch im Nenner der Erweiterung vorhanden, sodass er insgesamt gesehen nicht wegfällt. Das darf er auch nicht, sonst hätte sich der Wert des Bruchs geändert. Die Brüche sehen also nun so aus:
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Beide Brüche haben jetzt den gleichen Nenner und können auf einen gemeinsamen Bruchstrich geschrieben werden:
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Mathematisch korrekt wäre es jetzt, die Symbole alphabetisch zu sortieren. Darauf wird hier aber verzichtet, um den Zusammenhang zu den ursprünglichen Brüchen nicht aus dem Auge zu verlieren.
Für drei Brüche gilt entsprechend:
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Bei n Brüchen ergibt sich:
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Mit anderen Symbolen:
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Mit Zahlen:
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8. Ausklammern
Wenn in einer Summe oder in einer Differenz in jedem Element derselbe multiplikative Faktor vor​handen ist, kann dieser ausgeklammert werden. Die in der Klammer verbleibenden Elemente werden dann insge​samt mit diesem Faktor multipliziert, wodurch man sich Rechenarbeit sparen kann oder gewünschte Elemente isoliert. Da die Rechenvorschrift, einen Faktor mit einer Klammer zu multipli​zieren, sich aber auf jedes Element der Klammer bezieht, müssen die einzelnen Elemente beim Aus​klammern durch das auszuklammernde Element geteilt werden.
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Ob das Ausklammern richtig war, lässt sich überprüfen, indem der ausgeklammerte Faktor wieder mit jedem Element der Klammer multipliziert wird:
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9. Rechnen mit Potenzen
Ein Produkt aus einer Zahl a, die n Mal mit sich selbst multipliziert wird, schreibt man als Potenz 
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Die Zahl a, die mit sich selbst multipliziert wird, heißt Grundzahl oder Basis, die hochgestellte Anzahl der Multiplikationen n ist der Exponent.

Bei der Berechnung zusammengesetzter Ausdrücke haben Klammern den absoluten Vorrang, das heißt, sie werden zuerst berechnet. Danach werden alle Potenzen berechnet, dann die Multiplika​tionen und Divisionen, als Letztes die Additionen und Subtraktionen (Klammerrechnung geht vor Potenzrechnung, Potenzrechnung geht vor Punktrechnung, Punktrechnung geht vor Strichrechnung). So gilt zum Beispiel
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Potenzen zur gleichen Grundzahl werden miteinander multipliziert, indem man die Exponenten addiert, denn die Summe der Exponenten ist die neue Anzahl der insgesamt durchzuführenden Multi​plikationen:
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Teilt man zwei Potenzen durcheinander, schreibt man sie am besten als Bruch. Man erkennt, dass bei Potenzen zur gleichen Basis die kleinere Anzahl der Faktoren in der größeren enthalten ist, sodass man den Bruch um die kleinere Anzahl kürzen kann:
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Ist allgemein der Exponent im Zähler m und der Exponent im Nenner n mit m > n, dann gilt


[image: image67.wmf]m

mn

n

a

a

a

-

=


Es ist nun zu fragen, ob die abgeleitete Rechenregel „Zwei Potenzen mit gleicher Grundzahl werden durcheinander dividiert, indem man die Exponenten voneinander abzieht“ nur für den Fall gilt, dass der Exponent des Zählers größer ist als der Exponent des Nenners, oder ob die Regel allgemeingültig ist. Wenn dies der Fall ist, kann der Exponent des Ergebnisses auch kleiner als 2 sein, zum Beispiel gleich 1, gleich 0 oder sogar negativ – allesamt Exponenten, auf welche die Erklärung „Der Exponent einer Potenz ist die Anzahl der Multiplikationen der Basis mit sich selbst“ nicht mehr passt. Was soll man sich darunter vorstellen, dass eine Zahl -2 Mal mit sich selbst multipliziert wird? Wenn man aber die Bedingung fallen lässt, dass der Exponent des Zählers mindestens um 2 größer sein muss als der Exponent des Nenners, muss man einen Sinn in diesen Ergebnissen finden können.
Wird zunächst der Fall m – n  1 betrachtet, so ist das Ergebnis der Division von am und an dann a1, und es bleibt im Nenner ein a, die Grundzahl der Potenz. Am Beispiel von m  3 und n  2:
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Der Ausdruck a1 kann folgendermaßen interpretiert werden: Die Anzahl der Faktoren, die miteinander multipliziert werden, ist 1. Dies ist kein Widerspruch, sondern es bedeutet, dass überhaupt keine Multi​plikation durchgeführt wird.
Eine sinnvolle Interpretation gibt es auch für den Fall m  n. Dann ist die Anzahl der Faktoren, die miteinander multipliziert werden, im Zähler und Nenner gleich. Ein Bruch mit gleichem Zähler und Nenner hat den Wert 1, sodass a0 den Wert 1 ergibt:
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Wendet man die Rechenregel für das Dividieren von Potenzen auf den Fall m < n an, so erhält man, zunächst am Beispiel m  3 und n  5:
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Es gilt aber auch
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sodass
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Für die Division von am und an mit m < n ergibt sich
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Kürzt man diesen Bruch durch am, so erhält man
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Allgemein gilt für eine Basis a mit einem negativen Exponenten n
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a-n ist also nichts weiter als der Kehrwert von an.
Der Weg von einem negativen Exponenten im Zähler zu einem positiven Exponenten im Nenner an einem Zahlenbeispiel:
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Der Weg von einem positiven Exponenten im Nenner zu einem negativen Exponenten im Zähler an einem Zahlenbeispiel:
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Eine Potenz kann auch selbst die Grundzahl einer Potenz sein, das heißt, sie kann wiederum mit sich selbst multipliziert werden. Zum Beispiel ist
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In jedem der m Faktoren wird der Faktor a n Mal mit sich selbst multipliziert, insgesamt also 
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 Mal. Somit ergibt sich die Potenz einer Potenz, indem die Exponenten miteinander multipliziert werden. Es gilt also
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10. Rechnen mit Wurzeln
Die n. Wurzel aus einer Zahl a ist eine Zahl, die n Mal mit sich selbst multipliziert a ergibt. Man schreibt 
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. Für n  2 kann man im Wurzelzeichen die 2 weglassen und schreibt 
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, die Quadratwurzel von a. Es gilt
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Andererseits folgt aus den Rechenregeln für Potenzen
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Da sowohl 
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Dieser Ausdruck lässt sich als Potenz schreiben:
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Hieraus die Quadratwurzel gezogen:
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Die Erkenntnis, dass 
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ist, kann nützlich sein für das Wurzelziehen mithilfe eines Taschen​rech​ners oder mit der Tabellenkalkulation. Statt die Wurzelfunktion zu suchen, kann man im Taschen​rech​ner einfach a.5 eingeben und in Excel kann man statt der Formel WURZEL(Zahl) die Formel (Zahl)^0,5 oder (Zahl)^(1/2) benutzen. (Wenn der Exponent ein Zellbezug ist, empfiehlt es sich, diesen in Klammern zu setzen.)
Tatsächlich lässt sich jede Wurzel in die Exponentialschreibweise überführen. So gilt für die dritte Wurzel entsprechend der obigen Ableitung
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Für die n. Wurzel aus a gilt 
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Der Exponent 
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 zur Basis a bedeutet also die Quadratwurzel von a, der Exponent 
[image: image102.wmf]1

3

 die dritte Wurzel und der Exponent 
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 die n. Wurzel.
Man kann nun fragen, ob es auch eine sinnvolle Interpretation für Brüche als Exponenten gibt, die einen anderen Zähler haben als 1, also etwa 
[image: image104.wmf]2

3

oder allgemein 
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Andererseits gilt auch
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sodass
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Allgemein gilt
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Mit diesem Zusammenhang ist eine weitere Rechenregel für Potenzen abgeleitet: Aus einer Potenz wird die n. Wurzel gezogen, indem man den Exponenten durch n teilt.

Zusammenfassend ergeben sich somit folgende Rechenregeln für Potenzen:

· Potenzen mit gleicher Basis werden miteinander multipliziert, indem die Exponenten addiert werden.

· Zwei Potenzen mit gleicher Basis werden durcheinander dividiert, indem die Exponenten voneinander abgezogen werden.

· Potenzen mit gleicher Basis werden potenziert, indem die Exponenten miteinander multipliziert werden.

· Aus einer Potenz wird die n. Wurzel gezogen, indem der Exponent durch n geteilt wird.

11. Logarithmen
Der Logarithmus einer Zahl ist der Exponent, mit dem die Basis des Logarithmus potenziert werden muss, um diese Zahl zu erhalten. Bei einem Logarithmus zur Basis 10 (dekadischer Logarithmus) gilt für die Zahl a:
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Für Zahlen, die sich als 10er-Potenz mit einem ganzzahligen Exponenten darstellen lassen, sind die Logarithmen leicht zu ermitteln. So gilt beispielweise
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Man muss also 10 mit 2 potenzieren, um 100 zu erhalten. Das ist aber die Definition des Logarithmus von 100:
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Wenn also 10 mit 2 potenziert werden muss, um 100 zu erhalten, und andererseits 10 mit log 100 potenziert ebenfalls 100 ergibt, dann sind 2 und log 100 identisch. Es gilt somit
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Entsprechend ergibt sich
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Nach den Rechenregeln für Potenzen gilt aber auch
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sowie
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Neben den dekadischen Logarithmen zur Basis 10 sind die natürlichen Logarithmen verbreitet, die als Basis die Eulersche Konstante e haben. Für e gilt
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Zur Unterscheidung von den dekadischen Logarithmen schreibt man ln (logarithmus naturalis). Es gilt
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Wenn man sich erst an den Gedanken gewöhnt hat, dass der Logarithmus nichts anderes als der Exponent einer gegebenen Grundzahl ist, mag man die Logarithmen vielleicht nicht mehr ganz so verwirrend finden.
12. Gleichungen lösen
Eine Gleichung ist die Gleichsetzung von mathematischen Ausdrücken. Mit Gleichungen werden häufig Zusammenhänge zwischen verschiedenen Größen definiert. Solche Gleichungen nennt man Bestimmungsgleichungen. Eine Bestimmungsgleichung wird nur für bestimmte Werte ihrer Elemente erfüllt, das heißt die Gleichheit bleibt nur gewahrt, wenn die Elemente bestimmte Werte annehmen. Die Lösung einer Gleichung besteht darin, den Wert derjenigen interessierenden Elemente zu finden, welche die Gleichung erfüllen. Dies wird erreicht, indem man geeignete Umformungen der Gleichung vornimmt, sodass die Gleichheit der Ausdrücke links und rechts vom Gleichheitszeichen erhalten bleibt. Nicht alle Gleichungen sind lösbar, und nicht alle Lösungen interessieren. Meistens sucht man nur nach einer positiven reellen Lösung.
Grundsätzlich kann man mit einer Gleichung beliebige Umformungen durchführen, wenn man dies nur auf beiden Seiten der Gleichung macht. Ob die Umformungen zu einer Lösung führen, ist eine zweite Frage. Findet man keine Lösung, kann man versuchen, einen anderen Lösungsweg einzuschlagen. Bevor man eine Gleichung als unlösbar einstuft, sollte man versuchen, seinen Blick für andere Lösungs​wege zu schärfen.
Das Vorgehen sei zunächst an einem einfachen Beispiel erläutert. Die Aufgabe bestehe darin, die Gleichung 3x  12 nach x aufzulösen. Dass hier x  4 gilt, sagt einem die Intuition, aber mathematisch gesehen, muss man die gegebene Gleichung so umformen, dass auf der linken Seite der Gleichung nicht 3x steht, sondern nur x. Wenn man sich ganz unbefangen fragt, wie 3x in 1x zu verwandeln ist, dann kann man natürlich darauf kommen, dass man einfach 2x abzieht, denn 3x – 2x  x. Führt man aber diese Umformung an der Gleichung durch, sieht man, dass man keinen Schritt auf die Lösung zu gemacht hat, sondern von ihr weg:
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Das war also ein Irrweg. Zweckmäßiger ist es, die gegebene Gleichung durch 3 zu teilen (die durchzu​führende mathematische Operation steht hinter dem senkrechten Strich rechts von der Gleichung):
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Man vermeide die Ausdrucksweise „Wir bringen die 3 auf die andere Seite“. Wenn die Gleichungen etwas komplizierter sind, führt das nur zur Verwirrung. Es ist besser, sich immer wieder klar zu machen, was man auf beiden Seiten der Gleichung tun muss, um das gewünschte Element zu isolieren.
Gegeben sei folgende Gleichung, die nach BW aufzulösen ist:
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Bei Gleichungen, die Brüche mit unterschiedlichem Nenner enthalten, empfiehlt es sich, die Brüche auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen. Auf der linken Seite ist der gemeinsame Nenner 1 + i, sodass BW mit 1 + i zu erweitern ist. Auf der rechten Seite ist im Nenner (1 + i)n+1 der Ausdruck 1 + i bereits enthalten, sodass der Bruch 
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zu erweitern ist. Man erhält
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Wer nicht von der Richtigkeit dieser Umformung überzeugt ist, möge die Brüche wieder auflösen und kürzen und er wird wieder die ursprüngliche Gleichung erhalten. Das tun wir jetzt aber nicht, sondern wir klammern auf der linken Seite BW aus und auf der rechten Seite A:
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Auf der linken Seite hebt sich 1 – 1 zu 0 auf:
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Wenn man nun beide Seiten der Gleichung mit 1 + i multipliziert, erhält man
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Um BW zu isolieren, muss nur noch durch i geteilt werden:
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Damit ist das Problem gelöst; weitere Umformungen führen nicht zu einer Vereinfachung des Ausdrucks auf der rechten Seite der Gleichung.

Gegeben sei folgende Gleichung:
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Die Exponenten von (1 + r) nehmen alle ganzzahligen Werte von 1 bis n an, wobei n eine positive ganze Zahl ist. Zu bestimmen ist r.

Einen Ansatzpunkt zur Lösung findet man in der Struktur der rechten Seite dieser Gleichung. Man erkennt, dass alle Brüche, die E im Zähler enthalten, einem Bildungsgesetz unterliegen: Ein Element dieser Reihe ergibt sich aus dem vorhergehenden, indem das vorhergehende Element mit einem konstanten Faktor multi​pliziert wird. Dies ist das Bildungsgesetz einer geometrischen Reihe.

In diesem Fall ist der Faktor 
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. Multipliziert man nun die geometrische Reihe mit dem sie konstituierenden Faktor, so wird aus dem Element 
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, aus 
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 der ursprünglichen Reihe wird 
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 in der neuen Reihe; schließlich wird aus 
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 das Element 
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. In der ursprünglichen Reihe und in der neuen Reihe sind somit die Elemente 
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 identisch. Wenn man die Differenz der beiden Reihen bildet, fallen diese Elemente weg, und man kann die weiteren Berechnungen auf die verbleibenden Elemente der beiden Reihen beschränken. Dies wird im Folgenden durchgeführt.
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Die Differenz der beiden Gleichungen ist
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An dieser Gleichung lassen sich einige Umformungen vornehmen:
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Gegeben sei folgende Gleichung, die nach K0 aufzulösen ist:
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Gegeben sei folgende Gleichung, die nach i aufzulösen ist:
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Das Umstellen der Gleichung führt zunächst zu
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Da i in der Basis einer Potenz vorkommt, lässt sich i nicht ohne Weiteres isolieren. Um die Potenz aufzulösen, kann man jedoch die t. Wurzel aus der Gleichung ziehen:
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Gegeben sei folgende Gleichung, die nach t aufzulösen ist:
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Die Gleichung wird zunächst so umgestellt, dass die gesuchte Variable möglichst isoliert auf der linken Seite steht:
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Durch Wurzelziehen lässt sich diese Gleichung nicht nach t auflösen. Man sieht aber, dass die Variable t ein Exponent ist; und die Frage „Welchen Wert hat der Exponent?“ ähnelt der Frage „Welchen Wert hat der Logarithmus?“. Profis sagen: „Die Gleichung lösen wir durch Logarithmieren.“ Nicht-Profis wenden die allgemeine Definition eines Logarithmus
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auf beide Seiten der Gleichung an, das heißt, statt a werden die Variablen in die Definition des Logarithmus eingesetzt. Unter Verwendung des dekadischen Logarithmus gilt
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Diese Gleichungen in die zu lösende Gleichung eingesetzt:
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In der Gleichung stehen jetzt also nur noch 10er-Potenzen. Auf der linken Seite ist 10log (1+i) mit t zu potenzieren. Nach den Rechenregeln für Potenzen tut man dies, indem man die Exponenten mitein​ander multipliziert. Die linke Seite der Gleichung lässt sich also folgendermaßen umformen:
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Auf der linken Seite sind zwei Potenzen mit der gleichen Grundzahl durcheinander zu teilen. Hierzu werden die Exponenten voneinander subtrahiert:
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Beide Seiten wieder zu einer Gleichung vereinigt:
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Damit stehen sich zwei Potenzen gegenüber, die einander gleich sind. Die Potenzen haben die gleiche Grundzahl und müssen denselben Wert ergeben. Dies ist nur möglich, wenn auch die Exponenten einander gleich sind. Deswegen gilt
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Hieraus folgt ohne Weiteres
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Die Profi-Lösung des Problems, die Gleichung
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nach t aufzulösen, verzichtet darauf, die Definition des Logarithmus der einzelnen Variablen in die Gleichung einsetzen, sondern setzt unmittelbar den Logarithmus des ganzen mathematischen Aus​drucks auf der linken und der rechten Seite ein.
Im vorliegenden Fall steht auf der linken Seite der Gleichung eine Potenz mit der Basis 1 + i. Um diese Basis mit t zu potenzieren, muss man den Logarithmus der Basis mit t multiplizieren, also
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Den Logarithmus des Quotienten 
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 erhält man, indem den Logarithmus des Nenners vom Logarithmus des Zählers abzieht:
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Die Logarithmierung der zu lösenden Gleichung ergibt also wieder 
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, woraus sich t unmittelbar ableiten lässt.

Für die Logarithmierung muss man nun keineswegs die dekadischen Logarithmen verwenden. Mit den natürlichen Logarithmen ergibt sich beispielsweise
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t0

0

K

lnlnKlnK

K

=-



[image: image203.wmf](

)

t0

tln1ilnKlnK

×+=-



[image: image204.wmf](

)

t0

lnKlnK

t

ln1i

-

=

+


Gegeben sei folgende Gleichung, die nach x aufzulösen ist:
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Die Gleichung ist nicht so harmlos, wie sie aussieht. Wenn man sie mit x2 multipliziert, erkennt man, dass x in der dritten Potenz vorkommt:
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Das heißt, es handelt sich um eine Gleichung dritten Grades, die drei Lösungen hat. Die reelle Lösung x  7 findet man am einfachsten durch Probieren. Es gilt


[image: image207.wmf]32

27127980

×-×-=


Zwar gibt es professionellere Lösungsmöglichkeiten; als Mathematik-Anwender sollte man sich aber im Zeitalter der Informationstechnologie nicht mit der Entwicklung von Algorithmen für die Lösung nicht-linearer Gleichungen befassen, sondern hierfür die Zielwertsuche und den Solver von Excel oder die Funktionen von Mathcad verwenden.
13. Funktionen
Eine Funktion ist eine gegenseitige Zuordnung von Elementen verschiedener Mengen. Die Zuordnung wird durch das Gleichheitszeichen ausgedrückt.

Die Elemente einer Funktion sind die Variablen und die Parameter. Die Variablen werden unterteilt in die unabhängigen und die abhängigen. Enthält die Funktion nur zwei Variable, so ist eine die unab​hängige, häufig mit dem Buchstaben x bezeichnet, und die andere die abhängige Variable, häufig mit dem Buchstaben y bezeichnet. Man schreibt
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Die unabhängige Variable x kann innerhalb ihres Definitionsbereiches (die Menge aller möglichen Werte von x) einen beliebigen Wert annehmen, und die Funktion ordnet jedem Wert von x einen, und nur einen, Wert von y zu.

Wenn man die Zuordnungsvorschrift genau angeben will, schreibt man auch
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Zum Beispiel bestehe die Funktion darin, dass x mit der Zahl b multipliziert und zum Ergebnis die Zahl a addiert wird. Dann lautet die Funktion
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Der Mathematiker identifiziert diese Funktion sofort als lineare Funktion, weil x nur in der ersten Potenz vorkommt (x  x1). Die zeichnerische Darstellung einer solchen Funktion ergibt das Bild einer Geraden. 

Bevor man aber die Gerade zeichnen kann, muss man den Wertebereich von x festlegen, das heißt, man muss angeben, für welche Werte von x die Funktion ausgewertet und gezeichnet werden soll. Benutzt man hierfür ein Mathematikprogramm, so muss man nicht alle Werte des Wertebereichs einzeln angeben, sondern man kann das Auslassungszeichen verwenden. So lässt sich in Mathcad der Wertebereich 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 folgendermaßen definieren:
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Wünscht man Zwischenwerte, so muss nur der dem Startwert folgende Wert eingegeben werden, und der Wertebereich wird mit der entsprechenden Schrittweite angepasst, zum Beispiel:
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Damit ist der Wertebereich in Schritte von jeweils 0,1 unterteilt. (Man beachte, dass Mathcad statt des Dezimalkommas den Dezimalpunkt verwendet. Das Komma steht hier für die Schrittweite.) Für die Darstellung einer Geraden ist eine so feine Unterteilung allerdings nicht notwendig, da eine Gerade durch nur zwei Punkte bereits hinreichend definiert ist.
Für die Konkretisierung der Funktion und für ihre grafische Darstellung müssen allerdings noch Werte für a und b angegeben werden. Diese Werte können beliebig sein, a und b sind also Variable, aber eben nicht die unabhängige Variable. Alle Variablen, die nicht die unabhängige Variable sind, nennt man Hilfsvariable oder Parameter. Mit a 1 und b 2 ergibt sich:
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Wertetabelle


Für die grafische Darstellung von zwei Variablen ist das zweidimensionale kartesische Koordinaten​system üblich. Dieses besteht aus einer senkrechten Achse, auf der die Werte der unabhängigen Variablen abgetragen werden (Ordinate, y-Achse) und einer im Nullpunkt beginnenden horizontalen Achse (Abszisse, x-Achse). Der Schnittpunkt beider Achsen wird Ursprung des Koordinatensystems genannt. Hier sind sowohl x als auch y gleich null.

Um den Punkt (x, y) einzuzeichnen, zeichnet man durch den Punkt y auf der y-Achse eine Parallele zur x-Achse, und durch den Punkt x eine Parallele zur y-Achse. Im Schnittpunkt beider Parallelen (die man natürlich nur gedanklich einzeichnet) liegt der Punkt (x, y), den man in der Grafik kenntlich macht, wenn er als Punkt auch keine Ausdehnung hat.
Am besten lässt man die Funktion vom Computer zeichnen, was mit Mathcad bei mathematischen Funktionen besser geht als mit Excel:
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Wenn auch die Punkte vergrößert wurden, eine Gerade ist das nicht – da der Wertebereich von x nur 11 Werte umfasst, werden auch nur 11 Funktionswerte dargestellt. Das lässt sich aber leicht ändern, indem die Punkte durch eine Linie verbunden werden:
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Dieses Verbinden von Datenpunkten, auch Interpolieren genannt, kann man getrost dem Computer überlassen, statt den Wertebereich explizit zu erweitern. (Für Mathcad-Anwender: Rechtsklick auf die Grafik > Formatieren > Registerkarte Spuren > Typ > Linien). Im Fall einer linearen Funktion gibt es auch keine Abweichung zwischen den tatsächlichen Funktionswerten und den interpolierten Werten, da alle Datenpunkte einer Geraden eben auf der Geraden liegen. Bei nicht-linearen Funktionen mag es zu Abweichungen kommen, aber im Allgemeinen funktioniert der Interpolationsalgorithmus, den man als Anwender nicht weiter hinterfragen muss, sehr gut.
An diesem Beispiel lässt sich auch der Einfluss der Parameter demonstrieren. Setzt man beispiels​weise für a 2 und b 1, dann bleibt die Gerade eine Gerade, aber ihre Lage ändert sich:
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Als Beispiel für eine nicht-lineare Funktion sei die Parabel betrachtet. Die allgemeine Funktion einer Parabel lautet
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Mit a  0 und b  1 ergibt sich
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Die Wertetabelle dieser Funktion für                  ist
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Die grafische Darstellung zeigt, dass der zuvor gelobte Interpolationsalgorithmus die Krümmung der Kurve nicht erkannt hat, sondern die vorhandenen Datenpunkte einfach durch gerade Linie verbunden wurden:
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Dies kann man ändern, indem einfach mehr Datenpunkte in die Definition des Wertebereichs aufgenommen werden, zum Beispiel mit                          :
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Die bisher behandelten Funktionen einer Geraden und einer Parabel sind für alle reellen Zahlen definiert. Dies folgt aus der Definition der reellen Zahlen als diejenigen Zahlen, die sich auf der Zahlengeraden darstellen lassen. Mit diesen Zahlen können die Addition, Subtraktion und Multi​plikation stets durchgeführt werden und ergeben wieder eine reelle Zahl
, also ein darstellbares Ergebnis der Funktionsauswertung. Andere Operationen sind für diese Funktionen nicht erforderlich. 

Dagegen ist die arithmetische Operation der Division für alle reellen Zahlen mit Ausnahme der null möglich. Der Ausdruck
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ist nicht definiert. Wird in einer Funktion durch null geteilt, so ist bei demjenigen x-Wert, der dies erfordert, die Funktion nicht definiert. Ein Beispiel dafür ist die Funktion einer Hyperbel. Die Funktion lautet allgemein
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und mit a 1
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Bei der Definition des Wertebereichs von x muss der Wert x  0 vermieden werden, weil y(0) in diesem Fall nicht definiert ist. Mit Mathcad erhält man bei jedem Wertebereich von x, der x  0 erhält, für den gesamten Bereich y(x) eine Fehlermeldung, sodass auch die übrigen y-Werte darin nicht ent​halten sind. Man muss den Fall x  0 anders abfangen.

Hierzu ist die Grenzwertbetrachtung nützlich. Man beobachtet, dass zwar y(1)  1, aber y immer größer wird, je kleiner x wird. So ist y(0,1)  10, y(0,01)  100, y(0,001)  1.000 usw. Der Funktions​wert nähert sich umso mehr an die Unendlichkeit an, je kleiner x wird, aber noch positiv ist. Man sagt: Der Grenzwert von y ist unendlich, wenn x gegen null geht. Da x hier von einem größeren Wert zu einem kleineren Wert geht, sich also auf der Zahlengerade von rechts nach links bewegt (auf der Zahlengeraden stehen die positiven Zahlen rechts und die negativen links), nennt man diesen Wert einen rechtsseitigen Grenzwert und schreibt
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[gelesen: Der rechtsseitige Limes (Grenzwert) von 1:x für x gegen null

ist unendlich]


Nun ist die Funktion y(x) auch für negative Werte von x definiert. Es gilt y(-1)  -1, y(-0,1)  -10, y(‑0,01)  -100, y(-0,001)  -1.000 usw. Bewegt sich also x von links nach rechts auf die null zu, nähert sich der Funktionswert immer mehr an die negative Unendlichkeit an, je näher x an null kommt, aber noch negativ ist. Dieser Grenzwert ist hier ein linksseitiger Grenzwert, da die Annäherung von links nach rechts erfolgt. Man schreibt
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Der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert könnten also nicht unterschiedlicher sein. Es gibt hier keinen gemeinsamen Grenzwert. Für den Grenzwert ohne Vorgabe der Bewegungs​richtung (das heißt, er muss für beide gelten) schreibt man
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Diesen gemeinsamen Grenzwert gibt es hier aber nicht, und das Mathematikprogramm sagt richtig:
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Der Funktionswert für x  0 existiert eben nicht, es gibt hier in der Funktion eine Definitionslücke.
Diese Definitionslücke wird zwar beim Zeichnen der Funktion von Mathcad automatisch berücksichtigt, um die Lücke deutlich zu machen, sollte man sie aber in die Definition der Funktion aufnehmen. Dies kann man auf folgende Weise tun:
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Die Definitionslücke bei x  umfasst zwar nur einen Punkt, reicht hinsichtlich der y-Werte aber von 
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So groß müssen Definitionslücken nicht sein. Als Beispiel
 für eine Definitionslücke sei die Funktion
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betrachtet. Man ist geneigt, diesen Ausdruck zu vereinfachen und erhält
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Es handelt sich schlicht um eine lineare Funktion. Die Funktion weist aber in der Tat eine Lücke auf, und zwar bei x  2. Für diesen Wert ist die obige Vereinfachung nicht zulässig, denn
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Bei x  2 hat die Funktion eine Definitionslücke, und folgerichtig weist auch die grafische Darstellung diese Lücke auf:
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Diese Definitionslücke lässt sich aber leicht füllen, sie ist behebbar. Man sieht an der grafischen Darstellung unmittelbar, dass sich die Lücke schließt, wenn sich x von links her an 2 annähert und gleichzeitig x von rechts her an 2 angenähert wird. Anders ausgedrückt: Der zweiseitige Grenzwert ist 
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Dies kann man in die Definition der Funktion einbauen. Die Funktion lautet dann
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Allerdings lässt sich mit dieser Funktion in Mathcad keine Wertetabelle aufstellen, da der Grenzwert nur symbolisch ausgewertet werden kann. Damit kann zwar der Grenzwert bestimmt werden, aber er lässt sich nicht in eine Wertetabelle aufnehmen.
Für die grafische Darstellung muss man aber keine Wertetabelle für x aufstellen (in der Mathcad-Sprache: man muss keine Bereichsvariable definieren), sondern man kann die Funktion mit den Standardeinstellungen für x zeichnen lassen:
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Wenn man genau hinsieht, kann man die Lücke noch erkennen, aber sie ist doch viel kleiner geworden. Es bleibt aber dabei, die Funktion hat eine Definitionslücke.

Beschäftigt man sich mit Funktionen, die für reelle Zahlen definiert sind, könnte man vermuten, dass sich diese Funktionen grafisch durch einen lückenlosen Linienzug darstellen lassen, ebenso wie alle reellen Zahlen die Zahlengerade lückenlos bedecken. Solche lückenlos darstellbare Funktionen nennt man stetig.

Wenn es aber Definitionslücken gibt, dann stockt der Linienzug. An dieser Stelle kann eine Funktion nicht stetig sein, sondern sie ist unstetig. In einer Definitionslücke ist eine Funktion nicht stetig.

Man sagt zum Beispiel: Die Funktion 
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 ist in 0 nicht stetig, da sie an dieser Stelle nicht definiert ist.
Sind nun aber nur die Definitionslücken für Unstetigkeitsstellen verantwortlich?

Ein Gegenbeispiel genügt, um diese Frage mit nein zu beantworten. Als Beispiel sei eine Funktion betrachtet, die in der Betriebswirtschaftslehre als Funktion der „sprungfixen Kosten“ bekannt ist.
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Die Kosten betragen 400, wenn x  0. Wenn x sich um eine Einheit erhöht, steigen die Kosten für jede Einheit um 7,50. Wenn aber x  200 erreicht wird, muss zusätzliches Personal eingestellt werden, wodurch die Fixkosten um 400 ansteigen. Zwischen x  200 und x < 400 steigen die Kosten wieder mit jeder Einheit von x um 7,50, bis bei x  400 wiederum neues Personal eingestellt wird, welches die Fixkosten um 400 erhöht.

Wesentlich ist: Diese Funktion ist in ihrem Wertebereich überall definiert, es gibt keine Definitions​lücken, wie man bei 200 und 400 vermuten könnte. Bei x  200 ist der Funktionswert vielmehr 2.300, bei x  400 ist der Funktionswert 4.200.

Aber es gibt an diesen Stellen einen Sprung, und die Funktion ist hier offensichtlich unstetig:
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Dies gibt Anlass, genauer über den Begriff der Stetigkeit nachzudenken. Wie aber lässt sich die Stetigkeit bzw. Unstetigkeit definieren, ohne dass eine Definitionslücke vorhanden ist?
Hierzu ist die Grenzwertbetrachtung nützlich. Im Beispielsfall gilt für den Bereich 
[image: image242.wmf]x0
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und x < 200 die Teilfunktion K(x)  400 + 7,5x. Lässt man in dieser Funktion x von kleineren Werten als 200 zu 200 gehen, dann ist der Grenzwert K(200)  1.900. Tatsächlich gilt aber ab x  200 die Teilfunktion K(x)  800 + 7,5x und K(200) ist 2.300. Die Funktion hat hier eine Sprungstelle, die sie unstetig macht. Gäbe es diese Sprungstelle nicht, wäre der Funktionswert an dieser Stelle K(200)  1.900 und würde mit dem Grenzwert übereinstimmen. Die Bedingung für die Stetigkeit an der Stelle x  200 ist also, dass der Grenzwert mit dem Funktionswert übereinstimmt.

Bezeichnet man die auf Unstetigkeit untersuchte Stelle als
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, so kann man allgemein sagen:

Eine Funktion 
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Eine Funktion 
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Nähert man sich dagegen in der betrachteten Funktion dem Wert x  200 von rechts, dann gilt für 
[image: image251.wmf]x200
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und x < 400 die Teilfunktion K(x)  800 + 7,5x. Der Grenzwert der Funktion für x  200  ist 2.300, was mit dem Funktionswert K(200) übereinstimmt. Rechtsseitig ist die Funktion bei x  200 also stetig. Somit gilt:
Eine Funktion 
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Eine Funktion 
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Wenn eine Funktion in 
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 sowohl linksseitig als auch rechtsseitig stetig ist, bezeichnet man sie einfach als stetig. Es gilt:
Eine Funktion 
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Mithilfe dieser Regel lassen sich Unstetigkeitsstellen für vorgegebene Werte von 
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 finden, jedoch nicht für alle möglichen Werte von x. Hierfür wird x als irgendein Wert in die Definition stetiger Funktionen aufgenommen. Der Unterschied von x zum Anfangswert der Grenzwertbetrachtung wird als 
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 bezeichnet, womit der Anfangswert 
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 ist. Eine Funktion ist dann für alle x stetig, wenn
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Eine Funktion, für welche diese Bedingung erfüllt ist und die für alle Punkte der Zahlengeraden definiert ist, heißt überall stetig.
Am Beispiel einer offensichtlich stetigen Funktion der gewöhnlichen Geraden 
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Die Funktion der Geraden ist überall stetig. Das Gleiche gilt für die Funktion 
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Für 
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Diese Funktion ist mit Ausnahme der Definitionslücke bei x  0 überall stetig.

Abschließend sei noch die Frage erörtert, ob eine stetige Funktion auch eine Knickstelle aufweisen kann, in der die Funktion plötzlich die Richtung ändert. Hierzu folgendes Beispiel
:
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Dabei bedeuten die senkrechten Striche, dass der Absolutwert von 
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 zum Funktionswert wird, unabhängig davon, ob das Vorzeichen positiv oder negativ ist. Der Absolutwert wird immer positiv gezählt. So ist 
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Dementsprechend ergibt sich für                folgende Wertetabelle:
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Die grafische Darstellung zeigt einen Knick bei 
[image: image279.wmf](

)

x2,y1

==

:


[image: image280.wmf]0

1

2

3

4

5

0

1

2

3

4

f

x

(

)

x


Ist die Funktion also bei 
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 stetig oder liegt dort eine Unstetigkeitstelle?

Tatsächlich ist
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Es gilt also
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Die Bedingung für die Stetigkeit ist also erfüllt. Die Funktion ist in der Knickstelle stetig. Damit entspricht die Funktion auch der ursprünglichen naiven Definition der Stetigkeit, nämlich dass sie sich ohne abzusetzen zeichnen lässt. Das ist auch mit einer Knickstelle möglich.
14. Ableitungen

Um die Zusammenhänge zu verstehen, welche durch Funktionen beschreiben werden, muss man nicht immer die Funktion vollständig darstellen. Insbesondere bei ökonomischen Zusammenhängen kommt es vor, dass man sich nicht für alle möglichen Fälle interessiert, sondern nur für zwei: Wird der Gewinn im nächsten Jahr größer sein als in diesem Jahr, oder wird der Gewinn schrumpfen? Wird es gelingen, den Marktanteil zu steigern? Werden die Stückkosten steigen oder sinken, wenn mehr pro​duziert wird? Hier gibt es viele Fragen, und eine Funktion gibt die Antworten.
Man vergleicht einfach zwei Punkte der Funktion miteinander. Sei der eine Punkt (x0, y0) und der andere (x1, y1), dann ist die Veränderung der unabhängigen Variablen
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und die Veränderung der abhängigen Variablen
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Diese beiden Größen kann man zueinander in Beziehung setzen, indem man ihr Verhältnis bildet. Der Quotient aus Veränderung der abhängigen Variablen und Veränderung der unabhängigen Variablen ist die Steigung:
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Dies in ein Diagramm eingezeichnet:
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Verbindet man die beiden Punkte durch eine Strecke, sieht man, dass diese Strecke zusammen mit x und y ein rechtwinkliges Dreieck bildet. Mit  für den Winkel, den die Verbindungslinie und x einschließen, lässt sich die Steigung auch als Tangens dieses Winkels ausdrücken, denn
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Die Punkte (x0, y0) und (x1, y1) können beliebig weit auseinander liegen; die Steigung auf einer gegebenen Verbindungsstrecke ist überall gleich. Die Verbindungsstrecke liegt auf einer Geraden, deren Steigung konstant ist.
Dies lässt sich zeigen, indem man die Steigung einer Geraden aus ihrer allgemeinen Funktion berechnet. Diese ist
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Damit gilt
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Für die Steigung ergibt sich
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Der Parameter b der allgemeinen Funktion einer Geraden stellt also die Steigung dar.

Bei nicht-linearen Funktionen ändert sich die Steigung, je nachdem, welche Punkte zu ihrer Messung gewählt werden. Als Beispiel sei folgende nicht-lineare Funktion f(x) betrachtet:
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Intuitiv würde man sagen: Die Steigung dieser Funktion ist positiv (es geht nach oben), aber die Steigung wird schwächer (der Weg wird weniger steil), je größer x wird. Mit dem bisher entwickelten Instrumentarium lässt sich aber nur die Steigung zwischen zwei wenn auch beliebigen Punkten feststellen:
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Die Steigung zwischen den Punkten [x0, f(x0)] und [x1, f(x1)] ist auch hier gleich tan , der Steigung der Verbindungslinie, aber die Verbindungslinie ist zwischen den beiden Punkten nicht mehr mit der Funktion identisch. Die Steigung der Verbindungslinie gibt nur die Steigung für die beiden gewählten Punkte der Funktion an, aber nicht die Steigung für die Punkte dazwischen.
Um die Steigung auch für alle Punkte der Funktion bestimmen zu können, wird die Definition der Steigung anders formuliert. Es gilt ja


[image: image296.wmf]10

xxx

D=-


Hieraus folgt ohne Weiteres
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Statt f(x1) kann man also schreiben f(x0  x). Die Steigung als Verhältnis von Veränderung der abhängigen Variablen zur Veränderung der unabhängigen Variablen ist dann
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In der grafischen Darstellung:
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Geometrisch gesehen bildet die Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten, bei denen die Steigung gemessen werden soll, eine Sekante. Arithmetisch gesehen ist die Steigung zwischen zwei Punkten ein Quotient von Differenzen, deswegen auch Differenzenquotient genannt.

Es ist nun von Interesse, wie groß die Steigung einer Funktion in einem einzigen beliebigen Punkt ist. Sei dieser Punkt [x0, f(x0)], dann sollte sich dies feststellen lassen, indem im Differenzenquotient x  0 gesetzt wird, denn dann ist der Abstand zwischen den beiden Punkten, aus dem die Steigung berechnet wird, gleich null und beide Punkte fallen in einem zusammen. Die bisherige Verbindungs​linie zwischen beiden Punkten geht dann nur noch durch einen Punkt der Funktion, zeigt aber nach wie vor die Steigung an – die Steigung in diesem Punkt. Eine Gerade, die einen gemeinsamen Punkt mit einer Funktion hat und in diesem Punkt die gleiche Steigung aufweist wie die Funktion, nennt man eine Tangente. Dadurch, dass der Abstand zwischen zwei Schnittpunkten einer Sekante auf null gesetzt wird, verwandeln sich die Schnittpunkte in einen einzigen Berührungspunkt, und die Sekante wird zur Tangente. Die Steigung der Tangente ist die Steigung der Funktion im Berührungspunkt.
Damit wäre das Problem, die Steigung in einem Punkt einer Funktion zu bestimmen, zumindest geometrisch gelöst: Man lege eine Tangente durch den interessierenden Punkt und messe deren Steigung. Dies ist die Steigung der Funktion in diesem Punkt.
Für die arithmetische Lösung indessen muss der Nenner des Differenzenquotienten x gleich null sein. Durch null darf man aber nicht teilen. Man muss einen Grenzübergang durchführen.

Es wird definiert:
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Dieser Grenzwert des Differenzenquotienten wird Differenzialquotient genannt.

Der Wert x0 im Differenzialquotienten ist beliebig; es kann jeder beliebige Wert von x eingesetzt werden. Um dies deutlich zu machen, wird der Differenzialquotient mit x statt x0 formuliert. Da dieser Differenzialquotient für alle möglichen Werte von x gilt, stellt er nunmehr eine Funktion dar, die erste Ableitung genannt wird. Man sagt auch „die Funktion wird differenziert“ und schreibt
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Die erste Ableitung einer differenzierbaren Funktion ist selbst eine Funktion, welche für jedes x die Steigung der abgeleiteten Funktion in diesem x angibt. Eine Funktion ist in x differenzierbar, wenn der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert. Wenn dies für alle x gilt, ist die Funktion überall differenzierbar, wenn der Grenzwert nur in einem bestimmten Bereich existiert, ist sie in diesem Bereich differenzierbar.

Für manche Funktionen lässt sich die erste Ableitung einfach ermitteln. Ein Beispiel ist die Funktion einer Geraden
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Für den Differenzenquotienten gilt
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Schon der Differenzenquotient zeigt das erwartete Ergebnis, dass die Steigung einer Geraden durch den Parameter b gegeben ist. Da x im Differenzenquotienten nicht vorkommt, ändert sich dieser nicht, wenn x gleich null gesetzt wird. Der Differenzialquotient und der Differenzenquotient stimmen überein.

Erweitert man die betrachtete lineare Funktion zu einer quadratischen, etwa
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so ergibt sich Folgendes:
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Auch hier muss recht eigentlich kein Grenzübergang durchgeführt werden, sondern man kann x unmittelbar gleich null setzen. Eine Annäherung ist nicht erforderlich.

So einfach ist es aber nicht immer; und es ist auch für einfach zu differenzierende Funktionen viel zu mühsam, jedes Mal den Übergang vom Differenzenquotienten zum Differenzialquotienten durchzu​führen. Deswegen sind Rechenregeln entwickelt worden, die das Differenzieren vereinfachen.
Bevor einige dieser Regeln behandelt werden, muss man wissen, unter welchen Voraussetzungen sie anwendbar sind. Es versteht sich zwar, dass Regeln zur Ableitung nur auf differenzierbare Funktionen angewendet werden können – aber welche Funktionen sind differenzierbar?
Ein Blick auf die beiden bereits differenzierten Funktionen zeigt, dass diese eine gemeinsame Eigen​schaft haben, nämlich dass sie stetig sind. In der Tat ist die Stetigkeit Voraussetzung dafür, dass eine Funktion differenziert werden kann. Dies ergibt sich aus der Bedingung für die Stetigkeit einer Funktion, wie sie im vorigen Abschnitt abgeleitet wurde:
[image: image306.wmf](

)

(

)

x0

limfxxfx

D®

+D=


Im Grenzübergang muss nach dieser Bedingung 
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 sein. Dies ist gleichbedeutend mit 
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. Der Ausdruck 
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 bildet aber auch den Zähler des Differenzen​quotienten, und dieser wird zum Differenzialquotienten, wenn
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 gegen null geht. Wenn also [image: image311.wmf](
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 existiert, ist eine Funktion stetig, und der Zähler des Differenzialquotienten existiert. Das aber ist Voraussetzung für die Existenz des Differenzialquotienten und damit für die Differenzierbarkeit der Funktion. Die Stetigkeit einer Funktion ist also Voraussetzung für ihre Differenzierbarkeit. Nur stetige Funktionen sind differenzierbar.
Es ist allerdings möglich, dass zwar der Zähler des Differenzialquotienten existiert, die Funktion also stetig ist, aber im Zusammenwirken mit dem Nenner sich trotzdem kein Differenzialquotient ergibt. Dann ist die Funktion nicht differenzierbar, obwohl sie stetig ist. Die Stetigkeit ist also Voraus​setzung für die Differenzierbarkeit, sie ist eine notwendige Bedingung, aber nicht alle stetigen Funktionen sind differenzierbar. Die Stetigkeit ist keine hinreichende Bedingung für die Differenzier​barkeit. Ein Beispiel hierfür ist die bereits im vorigen Abschnitt behandelte Funktion
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Wie dargestellt, hat diese Funktion bei x = 2 einen Knick:

[image: image313.wmf]0

1

2

3

4

5

0

1

2

3

4

f

x

(

)

x


Wegen

[image: image314.wmf]0

D

x

f

2

D

x

+

(

)

lim

®

f

2

(

)

®


ist diese Funktion auch im Knickpunkt stetig.

Ob die Funktion in diesem Punkt aber auch differenziert werden kann, zeigt die Untersuchung des Differenzialquotienten. Diese wird für x  0, 1, 2, 3, 4, 5 durchgeführt:
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Das Mathematik-Programm zeigt an, dass der Differenzialquotient für x  2 nicht definiert ist, das heißt, an der Knickstelle ist die Funktion nicht differenzierbar – obwohl sie dort stetig ist.

Der formale Grund liegt darin, dass im Knickpunkt der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert des Differenzenquotienten nicht übereinstimmen. Bis zum Knick ist die Steigung der Funktion – 1, ab dem Knick 1. Im Knickpunkt selbst ist der linksseitige Grenzwert – 1 und der rechtsseitige 1:
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Beide stimmen nicht überein, und deswegen existiert der beidseitige Grenzwert nicht. Eine Tangente kann in einem Punkt nicht gleichzeitig die Steigung 1 und – 1 haben. Im Knickpunkt kann man keine Tangente zeichnen.
Tatsächlich setzt sich die dargestellte Funktion aus zwei Geraden zusammen. Diese Funktion lautet
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Das Beispiel mag hergeholt erscheinen, aber es vermittelt eben doch die Erkenntnis, dass nicht alle stetigen Funktionen differenzierbar sind.
Im Folgenden seien nun einige Ableitungsregeln behandelt. Hierbei sind u, v, w, y differenzierbare Funktionen der unabhängigen Variablen x und a, b, c, n Konstante.
Konstantenregel

Die Ableitung einer Konstanten c ist c’  0.

Beweis:

Die Funktion einer Konstanten lautet 
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. Für jedes x weist diese Funktion den gleichen Wert auf. Verändert sich x um x, verändert sich der Funktionswert nicht, das heißt, es gilt
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Für den Differenzenquotienten folgt hieraus
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Da x im Differenzenquotienten nicht vorkommt, ändert sich dieser nicht, wenn x gegen null geht, sondern der Differenzenquotient wird unmittelbar zum Differenzialquotienten.

Faktorregel

Ein konstanter Faktor c bleibt beim Differenzieren erhalten:
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Beweis:

Der Differenzenquotient ist
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Der Grenzübergang lässt c unverändert, sodass
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Summenregel
Die Ableitung einer Summe oder Differenz von Funktionen ist gleich der Summe oder Differenz der Ableitungen diese Funktionen:
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Beweis:
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Für mehr als zwei Funktionen lässt sich der Beweis entsprechend erweitern.
Potenzregel

Mit n für eine reelle Zahl gilt
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Beispiele:
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Produktregel für zwei Funktionen
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Beispiel:
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Produktregel für drei Funktionen
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Beispiel:
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Produktregel für n Funktionen
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Quotientenregel
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Beispiel:
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Kettenregel
Die Kettenregel wird angewendet, wenn die unabhängige Variable einer Funktion selbst eine Funktion ist. Statt y  u(x) lautet eine solche Funktion



[image: image361.wmf](

)

yuvx

éù

=

ëû


Die gemeinsame Funktion nennt man eine mittelbare Funktion, die Funktion, die auf eine andere Funktion anzuwenden ist, heißt äußere Funktion, und die Funktion, welche die unabhängige Variable darstellt, ist die innere Funktion.
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Die Ableitung der mittelbaren Funktion 
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Beispiel:
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Diese Funktion kann nicht einfach nach der Potenzregel abgeleitet werden, da nicht x zur 100. Potenz zu erheben ist, sondern die Funktion x2  1. Die innere Funktion lautet also
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Diese Funktion soll potenziert werden, sodass die äußere Funktion lautet
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Nach der Kettenregel gilt nun
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Für eine mittelbare Funktion, die aus drei miteinander verknüpften Funktionen besteht, lautet die Kettenregel
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Ableitung von Exponentialfunktionen
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Ableitung von Logarithmusfunktionen


[image: image381.wmf]ylnx

=




[image: image382.wmf]1

y'

x

=




[image: image383.wmf]a

ylogx

=




[image: image384.wmf]1

y'

xlna

=

×




[image: image385.wmf]ylogx

=




[image: image386.wmf]1

y'

xln10

=

×


Partielle Ableitungen
Wenn die abzuleitende Funktion mehr als eine unabhängige Variable aufweist, können Ableitungen nach einer bestimmten Variablen gebildet werden, indem alle anderen unabhängigen Variablen als konstant betrachtet werden. Seien die unabhängigen Variablen
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Die partielle Ableitung nach xi ist
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Beispiel:
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15. Integrale
Integrale sind das Gegenteil von Ableitungen. Die Differenzialrechnung sucht zu einer Funktion die Ableitung, die Integralrechnung sucht zu einer Ableitung die Funktion. Die zu integrierende Funktion ist der sogenannte Integrand; die Funktion, deren Ableitung wiederum den Integranden ergibt, ist die Stammfunktion. Wird der Integrand als f(x) bezeichnet, so wählt man als Bezeichnung für die Stamm​funktion F(x).

Mit der Funktion f(x) im Mittelpunkt gelten folgende Zusammenhänge:
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Integral Ableitung


Von der Stammfunktion F(x) aus gesehen gilt
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Beispiel:
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Für die Ermittlung von Integralen, die Integration, gibt es zwar einige Regeln, aber keine allgemeine Regel, mit der man die Stammfunktion aus beliebigen elementaren Funktionen berechnen kann
. Die arithmetische Form der Integrale findet man am besten durch intelligentes Probieren oder durch sein Mathematikprogramm. Auf jeden Fall empfiehlt es sich, die gefundene Stammfunktion wieder abzuleiten und zu kontrollieren, ob die Ableitung wirklich mit dem Integranden übereinstimmt.

So ergibt die Ableitung von 
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 in der Tat 
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Aber auch die Funktion

[image: image400.wmf]3

1

xC

3

×+

mit C als beliebiger Konstante hat die Ableitung 
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, denn eine Konstante fällt beim Ableiten fort.
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Da die Integrationskonstante C beliebige Werte annehmen kann, gibt es zu einer gegebenen Funktion f(x) unendlich viele Stammfunktionen, die sich alle in der Konstanten C unterscheiden können.

Deswegen heißen diese Stammfunktionen das unbestimmte Integral. Das unbestimmte Integral von f(x) ist F(x)  C.
Es liegt die Frage nahe, was denn nun ein bestimmtes Integral ist. Das bestimmte Integral ist die Antwort auf die ursprüngliche Frage, die zum Begriff des Integrals geführt hat. Diese ursprüngliche Frage lautet: Wie bestimmt man die Fläche unter einer Kurve, die Fläche, die von einer Funktion eingeschlossen ist?

Bei linearen Funktionen ist das nicht schwierig. Betrachten wir ein Rechteck, welches von der Funktion f(x)  c  zwischen den Punkten a und b gebildet wird:
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Wie sieht es aber bei einer nicht-linearen Funktion aus?
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Wie groß ist die Fläche, die von dieser Funktion zwischen den Punkten a und b eingeschlossen wird?
Hier versagen die elementaren Methoden der Flächenbestimmung wie die Multiplikation der Breite eines Rechtecks mit seiner Höhe, denn die zwischen a und b eingeschlossene Fläche ist eben kein Rechteck.

Man kann nur versuchen, die die zur Flächenbestimmung geeigneten Rechtecke künstlich herzustel​len, indem man die zu bestimmende Fläche in Rechtecke unterteilt. Sei xk der linke Eckpunkt eines dieser Rechtecke und die Breite x, dann ergibt sich für dieses Rechteck folgendes Bild:
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Um die Fläche unter 
[image: image406.wmf](

)

fx
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darzustellen, bieten sich nun die Flächen zweier Rechtecke an, einmal das Rechteck mit den Eckpunkten 
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, zum anderen das Rechteck mit den Eckpunkten 
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. Jedoch ist die Fläche des ersten Rechtecks kleiner als die von der Funktion 
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 eingeschlossene Fläche, und die des zweiten Rechtecks ist zu groß. Dementsprechend heißt die Summe aller zwischen a und b konstruierten Rechtecke, die zu klein sind, die Untersumme, und die Summe der zu großen Rechtecke heißt die Obersumme.
Wie viele – gleichartige – Rechtecke zwischen a und b passen, hängt natürlich von ihrer Breite x ab. Sei n die Anzahl der summierenden Rechtecke, dann ist
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Das erste Rechteck hat seinen linken Eckpunkt bei 
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, das übernächste beginnt bei 
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, bis zum letzten, das bei 
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 beginnt. 
[image: image425.wmf]k

x

kann also folgende Werte annehmen:
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Damit ergibt sich für die Untersumme
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und für die Obersumme
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Diese Definitionen der Ober- und Untersumme sind indessen nur gültig, wenn die Funktion 
[image: image429.wmf](

)

fx

 eine positive Steigung hat. Bei einer negativen Steigung ist 
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. Die Summe der kleineren Flächen, die Untersumme, ist dann 
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 und die Summe der größeren Flächen, die Obersumme, 
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Welche der beiden Summendefinitionen die Ober- oder die Untersumme darstellen, ist aber für die Bestimmung der Fläche unter der Funktion 
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 gleichgültig, da in jedem Fall die eine Summe zu groß ist und die andere zu klein. Beide müssen aneinander angenähert werden. Dies erreicht man, wenn die Zahl der Rechtecke gegen unendlich geht und damit 
[image: image437.wmf]x

D

 gegen null. Dann ist 
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, Obersumme und Untersumme stimmen überein und geben die Fläche unter der Funktion 
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 richtig an. Um dies anzuzeigen, wird geschrieben:
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Dies ist die Definition des bestimmten Integrals.
 Aus dem Summenzeichen wird das Integralzeichen, aus der Summationsvariablen 
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 werden die Integrationsgrenzen a und b, und aus 
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 wird dx.
Jedoch lässt sich der Grenzübergang für die Summe 
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 nicht ohne Weiteres durchführen. Setzt man hierin einfach 
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, wird der ganze Ausdruck zu null, was aber offensichtlich nicht richtig ist. Man muss eine konkrete Funktion für 
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 einsetzen, diese explizit summieren und dann in der Summenformel den Grenzübergang durchführen.
 Einfacher ist aber ein anderer Weg.

Es wird betrachtet, wie sich die Fläche eines bestimmten Integrals verändert, wenn die Integrations​obergrenze verändert wird. Um die Veränderlichkeit anzuzeigen, nennt sie dann nicht mehr b, sondern x0, wobei x0 ein beliebiger Wert von allen möglichen Werten für x ist. 

Mit 
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[image: image447.wmf](

)

fx
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 eingeschlossene Fläche ergibt sich folgende Situation als Ausgangspunkt:
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Der Bereich, für den die eingeschlossene Fläche zu berechnen ist, wird um 
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 vergrößert: 
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Was ist hinzugekommen, wie lässt sich die Differenz der Flächen darstellen?
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Die richtige zusätzliche Fläche unter 
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. Die Fläche des hinzugekommenen Rechtecks 
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 ist zu klein, und die Fläche des Recht​ecks 
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 ist zu groß. Es lässt sich aufgrund der obigen Grafik also folgende Ungleichung aufstellen:
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Es ist aber auch möglich, dass die Flächen von vorneherein einander gleich sind. Dies ist dann der Fall, wenn die Funktion 
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 eine Parallele zur x-Achse darstellt. Dann ist 
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 stellt unmittelbar die hinzukommende Fläche dar:
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Der Fall 
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 ist also möglich.

Wenn die Steigung der Funktion negativ ist, wird 
[image: image471.wmf](

)

0

fxx

+D

 kleiner als 
[image: image472.wmf](

)

0

fx

 und die Operatoren in der Ungleichung kehren sich um:
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In diesem Fall gilt 
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Welche der Ungleichungen zum Ausgangspunkt der weiteren Untersuchung gemacht wird, ist gleich​gültig, da es ohnehin das Ziel ist, die Ungleichung zu einer Gleichung zu machen, indem 
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 gegen null geht. In jedem Fall muss der mögliche Fall, dass die drei Flächen einander gleich sind, aufge​​nommen werden. Somit wird von folgender Ungleichung ausgegangen:
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Die Ungleichung wird durch 
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 geteilt:
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Wenn 
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 gegen null geht, wird in diesem Ausdruck 
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Da 
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 beliebig sein kann, lässt sich in diesem Ausdruck 
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 durch x ersetzen:


[image: image486.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

x0

FxxFx

fxlimfx

x

D®

+D-

££

D


Der Differenzialquotient ist damit eine Funktion, für die 
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 geschrieben werden kann:
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 soll also größer oder gleich 
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 sein, zugleich aber auch kleiner oder gleich 
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. Eine Größe kann aber nicht gleichzeitig größer und kleiner als eine andere sein. Nur die Gleichheitsbedingung kann erfüllt werden. Also gilt
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Das heißt:

Die erste Ableitung der Fläche 
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 ist die Funktion 
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. Dieser Zusammenhang ist bekannt als der erste Haupt​satz der Differenzial- und Integralrechnung.
Anders ausgedrückt:

Die Fläche 
[image: image496.wmf](

)

Fx
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Damit ist das Problem der Flächenbestimmung unter 
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oder
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Zur Probe: Die erste Ableitung dieser Gleichung ergibt wieder die Identität 
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Nun wissen wir aber, dass eine Konstante beim Ableiten fortfällt. Auch die Ableitung von 
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Wiederum zur Probe: Die erste Ableitung von Gleichung 
(1)

 ist  GOTOBUTTON ZEqnNum459249  \* MERGEFORMAT .
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 ist die Menge aller Stammfunktionen zu 
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, das ist das unbestimmte Integral. Die Unbestimmtheit kommt in der Größe von C zum Ausdruck.
Jedoch kann die Konstante C bestimmt werden, wenn die Integrationsgrenzen vorgegeben sind.
 Es gilt nämlich für 
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 nach Gleichung (1)


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2)


[image: image511.wmf](

)

(

)

a

a

fxdxFaC

=+

ò


Nun ist 
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 die Fläche zwischen der unteren Integrationsgrenze a und der oberen Integrations​grenze x. Wenn aber die obere Integrationsgrenze mit der unteren übereinstimmt, dann ist die ein​geschlossene Fläche gleich null. Über einem Punkt kann man nur eine Gerade zeichnen, aber keine Fläche. Es gilt also

 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3)
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Gleichung (2)

 eingesetzt:
(3)

 in Gleichung 
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Hieraus folgt

 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4)
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Gleichung 
(4)

 kann folgendermaßen interpretiert werden: Zu bestimmen ist ja die zusätzliche Fläche, die ab der unteren Integrationsgrenze von der Funktion f(x) eingeschlossen wird. Diese zusätzliche Fläche ist bei der unteren Integrationsgrenze null. Wenn die Funktion F(x) bei  GOTOBUTTON ZEqnNum463281  \* MERGEFORMAT  einen anderen Wert als null aufweist, nämlich irgendeinen konstanten (und damit von x unabhängigen) Wert C, dann ist diese bereits vorhandene Fläche F(a) abzuziehen, damit die Fläche zu Beginn der Integration auf null kommt.
Gleichung (1)

 eingesetzt:
(4)

 in Gleichung 
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (5)
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Setzt man hierin 
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 ein, so erhält man das bestimmte Integral:

 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (6)
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Dies ist der zweite Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Die Fläche unter der Funktion f(x) zwischen den Grenzen a und b wird gegeben durch die Differenz der Stammfunktion für die Integrationsgrenzen.

Auf die Integrationskonstante kommt es dabei nicht an. Addiert man diese bei F(b), so zieht man sie bei F(a) wieder ab, sodass der Einfluss der Integrationskonstanten per Saldo null ist:
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Der zweite Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung vereinfacht es entscheidend, die Fläche unter einer gegebenen Funktion f(x) zu ermitteln. Statt diese Fläche über eine Zerlegung in Recht​ecke und einen Grenzübergang zu unendlich vielen Rechtecken zu bestimmen, berechnet man nach dem zweiten Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung einfach die Stammfunktion ohne Inte​grationskonstante, setzt hierin die obere Integrationsgrenze ein und zieht davon den Wert der Stammfunktion für die untere Integrationsgrenze ab. So hat man die Prozedur einer Flächen​bestimmung durch eine bloße Subtraktion ersetzt.
Den Unterschied sieht man am besten in einer Grafik, in die sowohl f(x) als auch F(x) einge​zeichnet sind:


[image: image521.emf]F(x)

F(b)

F(a)

 



b

a

FbFa

fxdx







 

b

a

fxdx



f(x)

a b x

F(x)

f(x)


Dem Mathematikprogramm ist die Art der Flächenermittlung gleichgültig, wie das folgende Beispiel zeigt.


[image: image522.wmf]f

x

(

)

3

x

2

24

x

-

60

+

:=

Integrand

a

6

:=

Untere Integrationsgrenze

b

8

:=

Obere Integrationsgrenze

a

b

x

f

x

(

)

ó

ô

õ

d

80

=

Bestimmtes Integral

F

x

(

)

x

f

x

(

)

ó

ô

õ

d

x

3

12

x

2

×

-

60

x

×

+

®

:=

Stammfunktion

F

b

(

)

F

a

(

)

-

80

=

Bestimmtes Integral


16. Aufgaben und Lösungen
Aufgaben
http://www.klaus-gach.de/dateien/mathe/mathe02.doc
http://www.klaus-gach.de/dateien/mathe/mathe02.pdf
Lösungen dazu

http://www.klaus-gach.de/dateien/mathe/mathe03.doc
http://www.klaus-gach.de/dateien/mathe/mathe03.pdf
http://www.klaus-gach.de/dateien/mathe/mathe04.xmcd
http://www.klaus-gach.de/dateien/mathe/mathe04.pdf
� EMBED Mathcad  ���





� EMBED Mathcad  ���














� EMBED Mathcad  ���














� vgl. I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Mühlig, Taschenbuch der Mathematik, 7. Aufl. Frankfurt/M 2008, S. 1 f.


� Quelle für das Beispiel: L. Papula, Mathematik für Ingenieure und Naturwissenschaftler Band 1, 7. Aufl. Braunschweig / Wiesbaden 1996, S. 170


� Quelle für das Beispiel: A.C. Chiang, K. Wainwright, H. Nitsch, Mathematik für Ökonomen, München 2011, S. 98


� vgl. I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Mühlig, Taschenbuch der Mathematik, 7. Aufl. Frankfurt/M 2008, S. 484 und für die Regeln S. 484 ff.


� Hierfür ist auch die Bezeichnung als Riemansches Integral  oder Riemann-Integral gebräuchlich, vgl. z.B. I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, G. Musiol, H. Mühlig, Taschenbuch der Mathematik, 7. Aufl. Frankfurt/M 2008, S. 497


� Durchgerechnete Beispiele finden sich bei M. Merz, M.V. Wüthrich, Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler – Die Ein�führung mit vielen ökonomischen Beispielen, München 2013, S. 539 ff.


� Beweisführung nach J. Tietze, Einführung in die angewandte Wirtschaftsmathematik, 5. Aufl. Braunschweig / Wiesbaden 1995, S. 8-13 f.


� Zum folgenden Beweis vgl. J. Tietze, Einführung in die angewandte Wirtschaftsmathematik, 5. Aufl. Braunschweig / Wiesbaden 1995, S. 8-15 f.





	
	- 49 -
	mathe01.doc



[image: image525.wmf]x

0

5

..

:=

[image: image526.wmf]x

4

-

4

..

:=

[image: image527.wmf]x

4

-

3.99

-

, 

4

..

:=

_1285003631.unknown

_1412863794.unknown

_1421654307.unknown

_1422339169.unknown

_1422345817.unknown

_1422360849.unknown

_1422427153.unknown

_1422429442.unknown

_1422429732.unknown

_1422779924.vsd
Text�

F(x)


F(b)


F(a)


�

f(x)


a


b


F(x)


x


f(x)



_1422780991.bin

_1422630521.unknown

_1422429699.unknown

_1422427561.unknown

_1422429178.unknown

_1422427340.unknown

_1422425831.unknown

_1422426942.unknown

_1422425795.unknown

_1422347191.unknown

_1422348490.unknown

_1422349131.unknown

_1422347435.unknown

_1422346377.unknown

_1422347149.unknown

_1422346169.unknown

_1422344877.unknown

_1422345450.unknown

_1422345472.unknown

_1422345630.unknown

_1422345202.unknown

_1422345227.unknown

_1422345302.unknown

_1422345103.unknown

_1422344415.unknown

_1422344656.unknown

_1422344732.unknown

_1422344487.unknown

_1422339595.unknown

_1422344381.unknown

_1422339450.unknown

_1421765762.unknown

_1421849766.unknown

_1421851887.vsd
Text�

F(x0 + Dx) - F(x)


f(x)


x


f(x0)


f(x0 + Dx)


 x�

a


x0 + Dx


x0


F(x)


f(x)



_1422338807.unknown

_1422339143.unknown

_1421852612.unknown

_1421852059.unknown

_1421852355.unknown

_1421851299.unknown

_1421851315.unknown

_1421849891.unknown

_1421849081.vsd
Text�

F(x0 + Dx) - F(x)


f(x)


x


f(x0)


f(x0 + Dx)


 x�

a


x0 + Dx


x0


F(x)


f(x)



_1421849205.unknown

_1421849685.vsd
Text�

F(x0 + Dx) - F(x)


f(x)


x


f(x0)


f(x0 + Dx)


 x�

a


x0 + Dx


x0


F(x)


f(x)



_1421849150.unknown

_1421824802.unknown

_1421849062.unknown

_1421766054.unknown

_1421766088.unknown

_1421765816.unknown

_1421765871.unknown

_1421758293.unknown

_1421759131.vsd
F(x0 + Dx)


f(x)


x


a


x0 + Dx


f(x)



_1421765569.unknown

_1421765736.unknown

_1421765551.unknown

_1421758601.vsd
F(x0)


f(x)


x


a


x0


f(x)



_1421759111.unknown

_1421758307.unknown

_1421758505.unknown

_1421680004.unknown

_1421758241.unknown

_1421758265.unknown

_1421680330.unknown

_1421678891.unknown

_1421678999.unknown

_1421678226.unknown

_1421069451.vsd
f(x)


x


f(x)


Fläche = (b – a)·c



a


b


c



_1421642434.unknown

_1421654011.unknown

_1421654045.unknown

_1421654158.unknown

_1421654216.unknown

_1421653220.unknown

_1421642544.unknown

_1421642573.unknown

_1421652700.unknown

_1421642485.unknown

_1421592916.unknown

_1421593844.unknown

_1421642196.unknown

_1421642250.unknown

_1421642084.unknown

_1421592954.unknown

_1421593674.unknown

_1421593143.unknown

_1421593188.unknown

_1421587838.unknown

_1421587871.unknown

_1421587887.unknown

_1421507908.vsd
Text�

xk


f(x)


x


xk + Dx


f(xk)


f(xk + Dx)


 x�

a


b


f(x)



_1421071816.vsd
f(x)


x


a


b


f(x)



_1412928198.unknown

_1413815785.vsd
f(x)


F(x)


f’(x)


Integral


Ableitung



_1414049465.unknown

_1414050601.unknown

_1414050614.unknown

_1414049637.bin

_1414050387.bin

_1413817784.vsd
Integral


Ableitung


1. Ableitung


2. Ableitung



_1414049420.unknown

_1413816637.vsd
F’(x) = f(x)


F(x)


f’(x)


1. Ableitung


2. Ableitung



_1412930271.unknown

_1412950171.unknown

_1412950369.unknown

_1412934712.unknown

_1412928830.unknown

_1412930196.unknown

_1412929004.unknown

_1412928618.unknown

_1412864350.unknown

_1412864828.unknown

_1412928021.unknown

_1412928065.unknown

_1412927954.unknown

_1412864559.unknown

_1412864808.unknown

_1412864516.unknown

_1412864064.unknown

_1412864164.unknown

_1412864335.unknown

_1412864127.unknown

_1412863905.unknown

_1412864047.unknown

_1412863871.unknown

_1411567680.unknown

_1412687959.unknown

_1412754158.unknown

_1412832804.unknown

_1412855626.unknown

_1412856112.unknown

_1412863774.unknown

_1412856054.unknown

_1412853371.unknown

_1412853429.unknown

_1412853257.unknown

_1412831772.unknown

_1412832333.unknown

_1412832758.unknown

_1412832171.unknown

_1412832216.unknown

_1412779659.unknown

_1412779729.unknown

_1412779194.unknown

_1412745788.unknown

_1412752852.unknown

_1412753913.unknown

_1412754013.unknown

_1412753887.unknown

_1412752259.unknown

_1412752642.unknown

_1412752203.unknown

_1412746038.unknown

_1412690785.unknown

_1412745596.unknown

_1412745749.unknown

_1412693114.unknown

_1412695105.unknown

_1412745526.unknown

_1412693439.unknown

_1412691351.unknown

_1412688338.unknown

_1412689854.unknown

_1412688242.unknown

_1412597728.unknown

_1412670867.unknown

_1412687438.unknown

_1412687821.unknown

_1412687857.unknown

_1412687796.unknown

_1412671013.unknown

_1412671049.unknown

_1412687437.unknown

_1412670881.unknown

_1412599775.unknown

_1412600977.unknown

_1412670014.unknown

_1412600859.unknown

_1412598925.unknown

_1412599519.unknown

_1412599749.unknown

_1412599152.unknown

_1412597798.unknown

_1412141861.unknown

_1412349385.bin

_1412484701.unknown

_1412597540.unknown

_1412424500.bin

_1412425417.bin

_1412420124.bin

_1412345049.unknown

_1412345643.unknown

_1412344936.unknown

_1411888636.unknown

_1411907595.vsd
f(x)


x


f(x0 + Dx)


f(x0)


x0


x0 + Dx


<


>


Dx


<


>


f(x0 + Dx) - f(x0)


a


f(x)



_1412087840.unknown

_1411888868.unknown

_1411571031.vsd
f(x)


x


f(x1)


f(x0)


x0


x1


<


>


Dx


<


>


Df(x)


a


f(x)



_1411888576.unknown

_1411570846.vsd
f(x)


x


f(x)



_1405835923.bin

_1406212479.unknown

_1411560734.unknown

_1411567171.unknown

_1411567540.unknown

_1411567602.unknown

_1411567510.unknown

_1411565955.vsd
y


x


y1


y0


x0


x1


<


>


Dx


<


>


Dy


a



_1411566462.unknown

_1411560956.unknown

_1406294895.bin

_1406298443.bin

_1411560588.unknown

_1406294941.bin

_1406285920.unknown

_1406286687.unknown

_1406290685.bin

_1406294885.bin

_1406287660.bin

_1406288753.bin

_1406286980.unknown

_1406286444.unknown

_1406286636.bin

_1406286490.bin

_1406286148.unknown

_1406213089.unknown

_1406284644.bin

_1406213048.unknown

_1406111691.bin

_1406201432.unknown

_1406210582.unknown

_1406212083.unknown

_1406212424.unknown

_1406211190.unknown

_1406210510.unknown

_1406210534.unknown

_1406203386.unknown

_1406200647.unknown

_1406200982.unknown

_1406201323.unknown

_1406200796.unknown

_1406200919.unknown

_1406200774.unknown

_1406117494.bin

_1406193408.unknown

_1406200598.unknown

_1406190025.unknown

_1406114091.unknown

_1406115542.bin

_1405864755.bin

_1405953892.unknown

_1405953919.unknown

_1405954968.bin

_1405955053.bin

_1405953905.unknown

_1405950365.unknown

_1405950396.unknown

_1405953383.bin

_1405865693.bin

_1405854035.unknown

_1405858187.unknown

_1405843216.unknown

_1405273618.unknown

_1405770212.bin

_1405833614.unknown

_1405835125.bin

_1405835459.bin

_1405835806.bin

_1405833999.unknown

_1405834936.bin

_1405779444.bin

_1405781271.bin

_1405775739.bin

_1405757082.unknown

_1405758237.unknown

_1405760996.bin

_1405757577.unknown

_1405274315.unknown

_1405340957.unknown

_1405274273.unknown

_1316849577.unknown

_1405270748.unknown

_1405272235.unknown

_1405272463.unknown

_1405272187.unknown

_1316853153.unknown

_1316870650.unknown

_1405270707.unknown

_1316871675.unknown

_1316863895.unknown

_1316864655.unknown

_1316849968.unknown

_1316851177.unknown

_1316849677.unknown

_1316848152.unknown

_1316849483.unknown

_1316849492.unknown

_1316848374.unknown

_1316750367.unknown

_1316751009.unknown

_1316769446.unknown

_1316750158.unknown

_1265280516.unknown

_1272714302.unknown

_1272872928.unknown

_1272886069.unknown

_1272890240.unknown

_1272961371.unknown

_1272974194.unknown

_1272978476.unknown

_1285003319.unknown

_1272975459.unknown

_1272975588.unknown

_1272975587.unknown

_1272975424.unknown

_1272973950.unknown

_1272974000.unknown

_1272890903.unknown

_1272898744.unknown

_1272961151.unknown

_1272890784.unknown

_1272888157.unknown

_1272889543.unknown

_1272889605.unknown

_1272889439.unknown

_1272888085.unknown

_1272886146.unknown

_1272887416.unknown

_1272874431.unknown

_1272874555.unknown

_1272874586.unknown

_1272874454.unknown

_1272874322.unknown

_1272874347.unknown

_1272872971.unknown

_1272870603.unknown

_1272871126.unknown

_1272871217.unknown

_1272871248.unknown

_1272871216.unknown

_1272870809.unknown

_1272870836.unknown

_1272870785.unknown

_1272715490.unknown

_1272870242.unknown

_1272870317.unknown

_1272735778.unknown

_1272714567.unknown

_1272714568.unknown

_1272714465.unknown

_1265302901.unknown

_1265376200.unknown

_1265377903.unknown

_1265473791.unknown

_1272713934.unknown

_1272714172.unknown

_1271682788.unknown

_1272713820.unknown

_1271682787.unknown

_1271682786.unknown

_1265444701.unknown

_1265458209.unknown

_1265460759.unknown

_1265461027.unknown

_1265461234.unknown

_1265460723.unknown

_1265444782.unknown

_1265458113.unknown

_1265377986.unknown

_1265377985.unknown

_1265377186.unknown

_1265377539.unknown

_1265377717.unknown

_1265377384.unknown

_1265376612.unknown

_1265376897.unknown

_1265376201.unknown

_1265376108.unknown

_1265376198.unknown

_1265376199.unknown

_1265376120.unknown

_1265376197.unknown

_1265376089.unknown

_1265376099.unknown

_1265305565.unknown

_1265376006.unknown

_1265291910.unknown

_1265294273.unknown

_1265302387.unknown

_1265302836.unknown

_1265302312.unknown

_1265294069.unknown

_1265294181.unknown

_1265293341.unknown

_1265291374.unknown

_1265291801.unknown

_1265291896.unknown

_1265291403.unknown

_1265284198.unknown

_1265291139.unknown

_1265280727.unknown

_1265117464.unknown

_1265205036.unknown

_1265214784.unknown

_1265215688.unknown

_1265280142.unknown

_1265280483.unknown

_1265215689.unknown

_1265215239.unknown

_1265215495.unknown

_1265215128.unknown

_1265214565.unknown

_1265214679.unknown

_1265214698.unknown

_1265214594.unknown

_1265205193.unknown

_1265214532.unknown

_1265205192.unknown

_1265121423.unknown

_1265203882.unknown

_1265204396.unknown

_1265204596.unknown

_1265203905.unknown

_1265203325.unknown

_1265203584.unknown

_1265203253.unknown

_1265120095.unknown

_1265120618.unknown

_1265121216.unknown

_1265120170.unknown

_1265117589.unknown

_1265119866.unknown

_1265117530.unknown

_1264773308.unknown

_1264864601.unknown

_1264955923.unknown

_1265116446.unknown

_1265116572.unknown

_1265115420.unknown

_1264955712.unknown

_1264955814.unknown

_1264865158.unknown

_1264868062.unknown

_1264859724.unknown

_1264861136.unknown

_1264861197.unknown

_1264860956.unknown

_1264843373.unknown

_1264845042.unknown

_1264776320.unknown

_1264611204.unknown

_1264769115.unknown

_1264770477.unknown

_1264773086.unknown

_1264770191.unknown

_1264687066.unknown

_1264767970.unknown

_1264768303.unknown

_1264687283.unknown

_1264611876.unknown

_1264609163.unknown

_1264609232.unknown

_1264611130.unknown

_1264609183.unknown

_1264604749.unknown

_1264604853.unknown

_1264603632.unknown

_1264603823.unknown

_1264603378.unknown

