Empirische Varianz und Stichprobenvarianz

Sei x; eine Merkmalsauspragung von i = 1...n Merkmalsauspragungen, dann ist die Varianz definiert
als die Summe der quadrierten Abweichungen von ihrem Mittelwert, geteilt durch die Anzahl der Merk-
malsauspragungen:

(1) =1
n

) ;:—‘in

Eine Varianz, in die alle Elemente der Grundgesamtheit einflieRen, sei als empirische Varianz
bezeichnet. Beschrankt sich die statistische Erhebung dagegen nur auf einen Teil der Grundgesamt-
heit, ist die Varianz eine Stichprobenvarianz.

In einer empirischen Varianz wird die durchschnittliche Merkmalsauspragung aus allen Merkmals-
auspragungen der Grundgesamtheit ermittelt. Eben deswegen ist dieser Wert der richtig ermittelte
Durchschnitt, die wahre durchschnittliche Merkmalsauspragung.

Bei einer Stichprobenvarianz aber wird der Durchschnittswert aus den Merkmalsauspragungen der
Erhebungseinheiten ermittelt, und das sind bei einer Stichprobe nicht alle Elemente der Grundgesamt-
heit. Die wahre durchschnittliche Merkmalsauspragung bleibt bei einer Stichprobe unbekannt. Um die
richtige Varianz einer Stichprobe nach Gleichung (1) auszurechnen, benétigt man aber den wahren

Mittelwert der Merkmalsauspragungen. Wird dieser als x, bezeichnet und die aufgrund dieses
wahren Mittelwertes errechnete Stichprobenvarianz als spz, so gilt:

©) 52 =13 (x-x,)

n i3

Da aber Z unbekannt ist, l1&sst sich die wahre Stichprobenvarianz mit dieser Formel allerdings nicht

berechnen. Man muss es mit x versuchen, der durchschnittlichen Merkmalsauspragung der Stich-
probe.

Um eine Verbindung zwischen X und Z herzustellen, wird der in Gleichung (3) enthaltene Ausdruck
n —\2
X, — X,
2 (x-x)

gesondert betrachtet. In diesem Ausdruck wird X einerseits addiert und andererseits subtrahiert,
sodass sich der Wert nicht andert:

n

;(X‘ =3 Zl(x xax-x, )
[(x -3+ (x-x,)]

Die Ausdruck in der eckigen Klammer wird ausmultipliziert:

=]

i=1

n 5 o ., -
;(Xi—xw) :;[(xi—x) +2(Xi_x)'(X—Xw)+(X—xw) }
Die Summanden werden voneinander getrennt:

“ S = B =) + 2 =) (x5, )+ S, )

i=1 i=1 i=1 i=1
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Der in Gleichung (4) enthaltene Ausdruck Z(xi —;) wird wiederum naher betrachtet:
i=1

(5) . (xi—;): X =, X

n _ —
Hierin bedeutet der Ausdruck ZX, dass x flr alle Werte von i jeweils einmal summiert werden muss,
i=1

insgesamt also n Mal. Es gibt also n Summanden mit dem Wert X , sodass

D x=n-x

i=1

Dies in Gleichung (5) eingesetzt:

Nach der Definition des Mittelwertes gemaf Gleichung (2) ist aber auch in =n-x, sodass
i=1

35 -)=nx-n-x=0

i=1

Man erhalt das zu erwartende Ergebnis, dass namlich die Summe der Abweichungen vom Mittelwert
gleich null ist. Damit ist in Gleichung (4) auch

23" (x - X)-(x=x.) =0
;(x, x) (x xw)
Gleichung (4) reduziert sich also auf:

©) ACETHES

>

Fir den in Gleichung (6) enthaltenen Ausdruck (;—Z)z gilt wieder, dass jeder Summand gleich
i=1

- —\2
grold ist, namlich (x —XW) , und dieser Summand fir alle Werte von i addiert werden muss, insgesamt

also n Mal. Somit ist

Dies in Gleichung (6) eingesetzt:

" S5 <3 en (e

®) 52 =0 (% -x) +(x-x, )
Hierin Gleichung (1) eingesetzt:
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(9) 5,7 =52 +(x-x,)

Hierin Gleichung (2) eingesetzt:

Der Faktor 1 wird ausgeklammert:
n

(10) s?=g?+ 1.
n

n

2
Der in Gleichung (10) enthaltene Ausdruck ( X, —n Zj wird gesondert betrachtet und zunachst

i=1
explizit formuliert:

2

2
n _ _
(in—mwa :(x1+x2+x3...+xn—n-xw)
i=1

Da flr die n Elemente x; genau n Elemente x, vorhanden sind, kann jedem x; ein x, zugeordnet
werden:

DI I [ T A Y P WY (e |

Die eckige Klammer wird ausmultipliziert:

[gxi —n~ZJ2 = (x1 —Z)Z +(x1 —Z).(x2 —Z)+(x1 —Z)~(x3 —Z)...+(x1 —Z)-(xn —Z)

e R e e B e A R ()

Da jedes Element des zu quadrierenden Klammerausdrucks mit jedem Element der Summe multi-
pliziert werden muss, wird jedes Element auch einmal mit sich selbst multipliziert und dadurch zum
Quadrat erhoben. Die Summe dieser Quadrate ist also

(=% ) (=% ) # (% =%, ) ot (%%,
Diese Summe ist wegen der Quadrierung in jedem Fall positiv.

Die ubrigen Elemente bestehen aus den Produkten der Abweichungen jeweils verschiedener Werte
von x;. Diese Produkte kénnen, je nachdem ob x; Giber oder unter Z liegt, teils positiv und teils
negativ sein; das heifdt, sie heben sich in der Summe mehr oder weniger auf. Die genaue Summe
I&sst sich nicht ermitteln, da Z eben unbekannt ist. Wenn aber die x-Werte zuféllig verteilt sind, kann

man davon ausgehen, dass sich die positiven und negativen Abweichungen weitgehend aufheben,
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sodass die Summe sich an null anndhert, jedenfalls geqenﬂber den positiven Quadraten nicht weiter
ins Gewicht fallt und somit vernachlassigt werden kann .

Wenn die x-Werte nicht zufallig verteilt sind, sollte man die gesamte Grundgesamtheit erheben oder
herausfinden, welchem nicht-zufalligen funktionalen Zusammenhang die Werte unterliegen.

Hier wird die Voraussetzung zufallig verteilter x-Werte als gegeben erachtet und die Summe der nicht-
quadratischen Produkte (der gemischten Klammern mit jeweils zwei verschiedenen x-Werten) als zu
vernachlassigende Groe angesetzt, sodass

DI P A Y A B (T .

Dies in Gleichung (10) eingesetzt:

11 —)2
st =5+ LS ()
nn s
Hierin Gleichung (3) eingesetzt:
1
s,/ =s"+—-s?
n
2
S
sz 2 g2
n
2 2
n-s, —§; —g?
n
n —
sz AT
n
n
sz L
n —
Hierin Gleichung (1) eingesetzt:
2 n 1 1 —\2
s, =——"— X, — X
n- n s

Damit ergibt sich als Bestimmungsgleichung flur die Stichprobenvarianz:
1 —\2
2 = — —_—
(11) S, gripA (xi x)

Die Summe der quadrierten Abweichungen wird also bei der Stichprobenvarianz nicht durch die
Anzahl der erhobenen Merkmalsauspragungen n geteilt, sondern durch n— 1.

! Vgl. hierzu auch W. B6hme, Erscheinungsformen und Gesetze des Zufalls, Braunschweig 1964, S. 62 f.
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