Barwertsummenfaktor und Kapitalwiedergewinnfaktor

Gegeben sei folgende Rente in Form einer Annuitat:

0 1 2 3 4 n
| | | | | |
! ! ! ! ! VAN |
Ann Ann Ann Ann Ann
wobei:
Ann = Annuitat
n = Laufzeit

Bei einem Kalkulationszinssatz von i ist der Barwert dieser Rente

Ann  Ann Ann Ann
= —+ —5 ...t —+ —
T+ (1+0) (1+1) (1+1)

(1) BW

Da immer wieder derselbe Betrag Ann abgezinst wird, liegt es nahe, diese Bestimmungsgleichung des
Barwertes zu vereinfachen. Tatsachlich handelt es sich bei BW um eine geometrische Reihe. Eine
Reihe ist eine Summe von Zahlen (den Gliedern der Reihe), die nach einer bestimmten Regel gebildet
wird. Bei einer geometrischen Reihe lautet die Regel, dass sich ein Glied aus dem vorhergehenden
ergibt, indem das vorhergehende Glied mit einem konstanten Faktor multipliziert wird. Mit g fiir diesen
die geometrische Reihe konstituierenden Faktor und a; fir das Glied i gilt

(2) 8,=38-9
Um den konstituierenden Faktor aus einer bestehenden Reihe zu ermitteln, kann man zwei beliebige

aufeinanderfolgende Glieder durcheinander teilen und erhalt den Faktor als Quotienten, denn aus (2)
folgt

3) q=

Dies auf die beiden ersten Glieder des Barwertes angewandt:

Ann  Ann  Ann-(1+i)

= =(1+i) = —

(1+i)" 1+ (1+i)°- Ann 1+i

Das Gleiche ergibt sich aus dem letzten und dem vorletzten Glied von Gleichung (1):

Ann _ Ann _ Anl’]~('|+i)n71 =(1+i)_1 _ 1
(1+i)" (1+)" (1+i)"-Ann T+

Um eine geometrische Reihe zu summieren, wird diese mit dem konstituierenden Faktor multipliziert:

4) BW-L,: Ann2+ Annsm+ AnnnJr Anr:H1
T+ (140 (1+i) (1+i)" (1+i)

Man erkennt, dass das erste Glied der Reihe (1) durch das Bildungsgesetz der geometrischen Reihe
zum zweiten Glied dieser Reihe wird, aber durch die Multiplikation dieser Reihe mit dem konstituieren-
den Faktor auch zum ersten Glied der Reihe (4). Dieses ist also identisch mit dem zweiten Glied der
Reihe (1).

Entsprechend wird das zweite Glied der Reihe (1) durch Multiplikation mit dem Faktor 1; einerseits
+i

zum dritten Glied der Reihe (1) und andererseits zum zweiten Glied der Reihe (4), und so weiter.
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Ab dem zweiten Glied der Reihe BW sind alle Glieder von BW auch in BW % enthalten. Nur das
+i
erste Glied von BW hat keine Entsprechung in BW % da es ja mit % multipliziert werden muss
+i +i

und erst damit zum ersten Glied der Reihe BW 1; wird.
+i

Das letzte Glied der Reihe BW, (ALF;H , wird durch die Multiplikation mit % zum letzten Glied der
1+i +1
. 1 Ann , . . . 1 —
Reihe BW 1— W Dieses Element ist zwar in der Reihe BW 1— enthalten, aber nicht in der
+1 1+i +1

Ann

(1+1)

Reihe BW, da diese Reihe eben mit dem letzten Glied endet.

n

Mit anderen Worten: Die beiden Reihen gemaf Gleichungen (1) und (4) enthalten dieselben
Elemente, mit der Ausnahme, dass das erste Glied der Reihe BW nur in Gleichung (1) enthalten ist,

und der Ausnahme, dass das letzte Glied der Reihe BW % nur in Gleichung (4) enthalten ist.
+1

Bildet man nun die Differenz der beiden Reihen, so fallen alle Glieder weg, bis auf die beiden, die nur

in einer der Reihen enthalten sind, das Glied ¥ der Reihe BW und das Glied L;M der Reihe
+i

BW i Die Differenz der Gleichungen (1) und (4) ist also

1+i
BW_Bw.L_:A_nr_‘_AL”1
1+i  1+i (1+i)"+
BW(1_LIJZAnn~(1+|)M—Ann
1+i (1+i)
W-1+i__1:Ann~(1+l) r‘:11
1+i (1+1)
W.L.:Ann.(’lﬂ#
1+i (1+i)
(1+i)" -1 L _
(5) BW =Ann.-——— fri=0undi= -1

i-(1+i)

1+i)" =1
Der Faktor % auf der rechten Seite von Gleichung (5), mit dem die Annuitat multipliziert
i-(1+i
werden muss, um den Barwert aller Annuitaten zu erhalten, ist als Barwertsummenfaktor oder
Rentenbarwertfaktor bekannt.

Firi= 0 und fir i = -1 existiert der Barwertsummenfaktor nicht, da in diesen Fallen der Nenner des
Faktors zu null wird und damit der Bruch nicht definiert ist. Dies ist auch dkonomisch zu erklaren: Bei
einem Zinssatz von 0 findet keine Verzinsung statt. Der Barwert aller zukinftigen Zahlungen ist gleich
dem Zahlungsbetrag. Um den Barwert einer solchen nicht verzinsten Reihe zu ermitteln, missen
einfach nur die Glieder addiert, aber nicht abgezinst werden. Im Fall i = —1 ist das Kapital nach einem
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Jahr vollstandig verloren und kann in keiner Zukunft mehr verzinst werden. Es existiert keine Reihe
von Annuitaten.

Stellt man Gleichung (5) nach der Annuitat um, erhalt man einen Faktor, mit dem der Barwert einer
Reihe multipliziert werden kann und dann die Annuitat ergibt:

i-(1+i)’

(6) Ann =BW - -
(1+i) -1

furi=0

Der Faktor, mit dem man einen Barwert multipliziert, um die Annuitat zu erhalten, wird Kapitalwieder-
gewinnfaktor genannt. Wie man sieht, ist der Kapitalwiedergewinnfaktor der Kehrwert des Barwert-
summenfaktors.

Des Weiteren interessiert der Barwert einer Annuitat, deren Laufzeit unendlich ist. Eine solche
Annuitat ist eine ewige Rente. Der Barwert einer ewigen Rente ergibt sich aus Gleichung (5), wenn n
gegen unendlich geht. Um den Grenziibergang durchzufiihren, wird der Bruch des Barwertsummen-
faktors aufgelost:

_(1+i)”—1:Ann~(1+i)”_ Ann_ Ann  Ann

(7) BW = Ann - - —=— -

i-(1+1) i-(1+1) i-(1+1) I i-(1+1)

Wenn i grofer als null ist, dann bedeutet dies, dass bei einer Erhdhung von n der Ausdruck (1+ i)n in
Ann

i-(1+10)

Ann konstant bleibt, wird der Wert des Bruches immer kleiner und nahert sich an null an, je mehr sich

n der Unendlichkeit anndhert. Damit gilt fir den Barwert einer ewigen Rente

Uber alle Grenzen wachst, wenn n sich an die Unendlichkeit annahert. Da aber der Zahler

n

fari>0

(8) BW — lim [Ar\n B Ann ]: Arm

PP (1) [

Der Barwertsummenfaktor reduziert sich auf 1 . Der Barwert einer ewigen Rente ist also
i

_Ann
[

9) BW fiiri > 0

Die ewige Rente ergibt sich aus ihrem Barwert, indem dieser mit dem Zinssatz multipliziert wird, denn
aus (9) folgt

(10) Ann =BW -i firi>0

-3- bwsfukwf.doc




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 600
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.00000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [600 600]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


