Herleitung und Umstellung der allgemeinen Zinseszinsformel

1. Herleitung der Zinseszinsformel

Gegeben sei ein Kapital von K,, das zum Zinssatz i angelegt wird. Nach jeweils einem Jahr werden
die Zinsen dem Kapital zugeschlagen. Wie hoch ist das Kapital nach t Jahren?

Jahrliche Zinsen werden errechnet, indem man den Zinssatz mit dem Kapital zu Beginn des Jahres
multipliziert. Fur das Kapital K, betragen die Zinsen nach einem Jahr K, - i. Wenn diese Zinsen dem
Kapital zugeschlagen werden, betragt das Kapital nach einem Jahr

(1) K, =Ko +Kq i =K, -(1+1)

Dieses Kapital ist zugleich das Anfangskapital des zweiten Jahres, und diesem Kapital werden am
Ende des zweiten Jahres wieder die Zinsen zugeschlagen, sodass:

(2) K, =K, -(1+1)+ K, - (1+1)-i=Kq - (1+i) - (1+1) = K, -(1+i)2

Fir das Kapital am Ende des dritten Jahres, Kj3, gilt entsprechend:

(3) Ky =Ko -(141)" + Ky - (14+0) i =Ky - (14+1)° - (1+1) = K, - (1+1)°

Man sieht, dass das Kapital sich in jedem Jahr mit dem Faktor 1 + i vermehrt und die Anzahl der
Faktoren genau der Anzahl der Jahre entspricht.

Sei n die Dauer der Kapitalanlage vom Beginn bis zur Rickzahlung, dann kann die Variable f alle
ganzzahligen Werte von 1 bis n annehmen:

4) t=1..n {teN}
Setzt man n = 3, dann ist nach Gleichung (3) offensichtlich richtig:

(5) K, =K, - (1+i)’

Nach Gleichung (1) und (2) ist Gleichung (5) auch fur n = 1 und n = 2 bewiesen, aber nicht fir n > 3.

Wenn nun die Laufzeit der Kapitalanlage von n auf n + 1 erhoht wird, ist K, das Anfangskapital im
Zeitpunkt n, und das Endkapital im Zeitpunkt n + 1 ergibt sich durch Addition der auf K, berechneten
Zinsen:

(6) Koy =K, +K, -i =K, -(1+)

n+1 n

Gleichung (5) in Gleichung (6) eingesetzt:

(7) Kooy =Ko -(141)" - (141) = K, - (1)

n+1

Die Erhéhung der Laufzeit von n auf n + 1 erhéht den Exponenten von 1 + i ebenfalls auf n + 1.

Der Zusammenhang zwischen Gleichung (6) und Gleichung (7) setzt keinen bestimmten Wert fur n
voraus, nur dass n + 1 genau um 1 gréRer ist als n. Das ist evident.

Damit kann n in Gleichung (5) jede beliebige natirliche Zahl sein. Gleichung (5) gilt somit fir alle
ganzzahligen Laufzeiten von Kapitalanlagen.

Nun ist es auch von Interesse, den Wert einer Kapitalanlage vor dem Ende ihrer Laufzeit n festzu-
stellen. Fur eine bestimmte Kapitalanlage ist n eine Konstante, sodass sich aus Gleichung (5) fur K,
ein einziger Wert ergibt. Gleichung (5) gilt aber fur jeden ganzzahligen Wert von n, und eben eine
solche Reihe von Werten beschreibt t. Damit gilt Gleichung (5) fiir jeden der Werte von Gleichung (4).
Das heif3t, t kann als unabhangige Variable in Gleichung (5) eingesetzt werden. Die allgemeine
Zinseszinsformel ist dann eine Funktion von t:
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Herleitung und Umstellung der allgemeinen Zinseszinsformel

(8) K, =K, -(1+i)

In dieser Funktion ist K;, der Wert der Kapitalanlage einschlieRlich der Zinsen, die abhangige Variable
und {, die seit dem Beginn der Kapitalanlage verstrichene Zeit, die unabhangige Variable.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Zinseszinsformel auch definiert ist fiir nicht ganzzahlige Werte der
unabhangigen Variablen. Wird zunachst der Fall t = 0 betrachtet, so ergibt Gleichung (8) hiermit

) Ko =Ko -(1+1) =K,

Dies ist das erwartete Ergebnis: Wenn die Laufzeit einer Kapitalanlage gleich null ist, verandert sich
ihr Wert nicht.

Gilt die Zinseszinsformel auch fiir Jahresbruchteile, also etwa fir t = 0,5 oder fir t = 1,25, gilt also die
Formel fur rationale Zahlen?

Tatsachlich ist die Funktion (1 + i)teine Exponentialfunktion, die mit 1 + i > 0 Uberall stetig ist. Das
heildt, die Funktion ist fur alle reellen Zahlen definiert. Man kann also auch folgende Werte einsetzen:

t=—, t=— t=— t=—o! t=i, t=16,6 usw.
366

Dieser Umstand bereitet dem Okonomen Probleme, insbesondere das Problem der unterjéhrigen
Verzinsung, das Problem ungleich langer Monate, das Problem der Schaltjahre, aber nicht dem
Mathematiker.

2. Umstellung der Zinseszinsformel nach dem Anfangskapital

Die Zinseszinsformel wurde aus der Fragestellung abgeleitet, wie sich ein gegebenes Anfangskapital
vermehrt, wenn dem Kapital Zinsen zugeschlagen werden. Man sagt, das Kapital wird aufgezinst.

Betrachtet man dagegen das Endkapital als gegeben und stellt die Zinseszinsformel nach dem
Anfangskapital um, spricht man vom Abzinsen oder Diskontieren. Um in Gleichung (8) das Anfangs-
kapital K, zu isolieren, muss die Gleichung nur durch (1 + i)' geteilt werden:

K =K, -(1+i)  [:(1+i)

(10) K, -

3. Umstellung der Zinseszinsformel nach dem Zinssatz

Wenn das Anfangskapital, die Laufzeit und das Endkapital gegeben sind, kann aus diesen Daten der
Zinssatz errechnet werden. Um die Zinseszinsformel entsprechend umzustellen, wird Gleichung (8)
zundchst durch Kj geteilt:

K =K, -(1+1)  |:K,

(11) (1+i)t=%

0

Hieraus die t. Wurzel gezogen und nach i aufgeldst:

K
(12) .:J% 1

Beim Ldsen dieser Gleichung mit konkreten Daten muss man bedenken, dass eine solche Gleichung ¢
Lésungen hat, die zum Teil 6konomisch unsinnig sind und daher ausgeschlossen werden mussen. Als
Beispiel hierfir sei folgender Fall betrachtet:
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K, =100

K, =400
t=2

- [0
100

i, =1=100%
i, =3 =-300%

Die zu Iésende Gleichung ist
Die Lésungen sind

Man erkennt auf den ersten Blick, dass bei einem Wachstum des Kapitals von 100 auf 400 in zwei
Jahren nur der positive Zinssatz richtig sein kann, nicht der negative — davon abgesehen, dass
Kapitalanlagen héchstens 100 % ihres Wertes verlieren kdnnen, wenn nicht gerade eine Nachschuss-
pflicht besteht.

Wenn also K; > Ky, dann muss der Zinssatz i, die Wachstumsrate des Kapitals, positiv sein, im
umgekehrten Falle negativ.

4. Umstellung der Zinseszinsformel nach der Laufzeit

Die Auflésung der Zinseszinsformel nach der Laufzeit ist nicht trivial. Dem mathematisch Ungelbten
sei empfohlen, sich vorher einige Regeln des Rechnens mit Potenzen zu vergegenwartigen.

Zwei Potenzen mit gleicher Grundzahl werden miteinander multipliziert, indem die Exponenten addiert
werden:

(13) am _an — am+n

Zwei Potenzen mit gleicher Grundzahl werden durcheinander dividiert, indem die Exponenten vonein-
ander subtrahiert werden:

(14) ﬁ =a""
a
Eine Potenz wird potenziert, indem die Exponenten miteinander multipliziert werden:
(15) (") =am
Aus einer Potenz wird die n. Wurzel gezogen, indem der Exponent durch n geteilt wird:

(16) Ya" =an

AuBerdem ist es nutzlich, den Begriff des Logarithmus zu kennen. Der Logarithmus x einer Zahl a ist
der Exponent, mit dem die Basis b des Logarithmus potenziert werden muss, um diese Zahl zu
erhalten:

(17) b*=a

(18) x = Logarithmus von a zur Basis b

Fir die dekadischen Logarithmen zur Basis 10 schreibt man x =log a. Dies in Gleichung (17)
eingesetzt:

(19) 10°9% =a
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Fir die naturlichen Logarithmen zur Basis e (Eulersche Konstante) schreibt man x = In a, sodass
(20) e =a

Mithilfe der Logarithmen kann man Funktionen des durch Gleichung (17) dargestellten Typs nach der
unabhéangigen Variablen aufldsen. Die Ahnlichkeit der nach x aufzulésenden Gleichung (17) und der
nach t aufzulésenden Gleichung (11) liegt auf der Hand. Beides sind Exponentialfunktionen, bei denen
die unabhangige Variable den Exponenten darstellt.

Nach Gleichung (19) kann man nun schreiben:

(21) 1000 = 44§
(22) 10°9% =K,
(23) 109" =K,

Die Gleichungen (21), (22) und (23) in Gleichung (11) eingesetzt:

(24) DommmT_10m&

- 10|09 Ko
Unter Verwendung der Rechenregeln (14) und (15) ergibt sich hieraus

(25) 1 Ot-log (1+) -1 Olog K -logKg

Damit stehen sich zwei Potenzen mit gleicher Grundzahl gegenlber, die einander gleich sind. Dann
mussen auch die Exponenten einander gleich sein. Es gilt also

(26) t-log (1+i) =logK, —logK,
Hieraus folgt

27) to log K, —Iog K,
log (1+i)

Die gleiche Ableitung kann auch mit den natirlichen Logarithmen durchgefihrt werden. Aus Glei-
chung (20) folgt fir die Elemente von Gleichung (11):

(28) ") =14
(29) e =K,
(30) e =K,

Gleichungen (28), (29) und (30) in Gleichung (11) eingesetzt:

InK;

31 g (1) ‘_¢€
(31) "] =
(32) et () _ ginKi-Ink
(33) t-In(1+i) =InK, -InK,
(34) t:InK(—InKO

In (1+i)
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5. Das Problem nicht-ganzzahliger Laufzeiten mit jadhrlichen Zinseszinsen

Wenn auch die Zinseszinsfunktion K, =K, -(1 + i)t als Exponentialfunktion tberall stetig ist, so beruhte

ihre Herleitung doch darauf, dass die Zinsen auf das Kapital inklusive der bisher aufgelaufenen Zinsen
jeweils nach einem Jahr zugeschlagen werden. Zinsen tragen also genau nach einem Jahr wieder
Zinsen. Wegen der Stetigkeit gilt diese Funktion aber auch im unterjahrigen Bereich, und es stellt sich
die Frage, wie die Pramisse der jahrlichen Zinseszinsen dann zu interpretieren ist. Hierfir sei
folgendes Beispiel betrachtet:

Ko = 100,00
i = 0,1
t = 0,5

Welche Zinsen fallen an, wenn die Kapitalanlage nach einem halben Jahr beendet wird und dennoch
durch die Verwendung der Zinseszinsfunktion K, =K - (1+ i)t janrliche Zinseszinsen unterstellt
werden? Der Kapitalbetrag nach einem halben Jahr ist

Kos =100-1,1%°=104,88

Die Zinsen sind

Kos —K, = 104,88 —100,00 = 4,88

Dieser Betrag entspricht nicht den Erwartungen eines Kaufmanns. Fir den Kaufmann ist klar, dass ein
Jahreszinssatz von 10 % auf das halbe Jahr gerechnet einen Zinssatz von 10 % / 2 = 5 % bedeutet.
Wachst ein Kapital in einem Jahr von 100 auf 110, so wachst es in einem halben Jahr gerade auf 105
— und nicht auf 104,88.

Der Unterschied liegt darin, ab wann Zinsen wieder Zinsen tragen, ab wann es Zinseszinsen gibt. Fur
die allgemeine Zinsformel K, =K, ~(1 + i)t gilt aufgrund ihrer Herleitung immer noch die Pramisse,

dass Zinsen erst nach einem Jahr dem Kapital zugeschlagen werden und ab dann wieder Zinsen
tragen, aber nicht vorher. Nach einem Jahr ist mit den Daten des Beispiels das Kapital genau um
10 % gestiegen, denn es gilt

K,=100-11 =110

Wenn man die Zinseszinsfunktion K, =K - (1 +i)t verwendet, hat man damit unterstellt, dass Zinsen

stets genau nach einem Jahr wieder Zinsen tragen. Die Zinsberechnung erfolgt einmal im Jahr nach
Ablauf eines Jahres.

Das muss nun aber nicht so sein. Man kann die Zinsen auch nach einem halben Jahr, oder nach
einem Vierteljahr, nach einem Monat oder welcher Zeitspanne auch immer berechnen. Man sieht aber
schon an dem behandelten Beispiel, dass die Entwicklung des Kapitals eine andere ist, wenn die
Zinsen in einem anderen Rhythmus als einmal pro Jahr dem Kapital zugeschlagen werden. Wenn im
Beispiel die Zinsen nach jeweils einem halben Jahr berechnet werden, betragt des Kapital nach dem
ersten halben Jahr 105, und die Zinsen hierauf fir das zweite halbe Jahr sind wiederum der halbe
Jahreszinssatz, multipliziert mit eben diesem Kapital, also

o
105.19%
2

=525

Das Kapital nach einem Jahr betragt bei halbjahrlicher Zinsberechnung 105 + 5,25 = 110,25.
Gegenuber dem Anfangskapital von 100 ist das Kapital um 10,25 % gestiegen, obwohl der Jahres-
zinssatz nur 10 % betragt. Die Anzahl der Zinsberechnungen pro Jahr, die hier 2 betragt, hat Einfluss
auf die Entwicklung des Kapitals. Das bedeutet, dass die allgemeine Zinseszinsformel um einen
Parameter erweitert werden muss, der die Anzahl der Zinsberechnungen pro Jahr angibt.
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6. Erweiterung der Zinseszinsformel

Sei m die Anzahl der Zinsberechnungen pro Jahr. Wenn die Zinsberechnungen — was vorausgesetzt

wird — in regelmaRigen Zeitabstanden erfolgen, betragt die Zeitspanne von einer Zinsberechnung zur
nachsten 1/ m Jahre. Die Zeitspanne zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zinsberechnungen sei als
Zinsperiode oder auch Zinseszinsperiode bezeichnet.

Ziel ist es, die Zinseszinsformel um den Parameter m zu erweitern. Dabei wird weiterhin von Zins-
satzen ausgegangen, die sich auf das Jahr beziehen. Das heil3t, irgendein Jahreszinssatz, multipliziert
mit einem Kapitalbetrag, gibt stets die jahrliche Veranderung des Kapitals an.

Wenn die Zinsperiode kirzer (oder auch langer) als ein Jahr ist, wird der Zinssatz entsprechend der
Periode umgerechnet. Man kann diesen auf die Zinsperiode umgerechneten Zinssatz dann einen
speriodenkonformen® Zinssatz nennen. Betragt die Zinsperiode ein halbes Jahr, wird der halbe Jahres-

zinssatz verwendet, bei einer Periode von einem Vierteljahr ein Viertel des Jahreszinssatzes, bei einer
Periode von einem Monat ein Zwolftel, und bei einer Periode von 1 / m Jahren und einem Jahreszins-

. . . |
satz von i ist der periodenkonforme Zinssatz — .
m

Am Ende einer jeden Zinsperiode werden wie immer die Zinsen fiir diese Periode dem Kapital zuge-

schlagen. Fir das Kapital nach il Jahren qilt also
m
(35) K =KO+K0.L=KO.[1+—j

Das Endkapital nach i Jahren ist zugleich das Anfangskapital der zweiten Zinsperiode, sodass
m

(36) K, =K, ~(1+L]+KO -(1+lsz0 ~(1+i)-(1+lj:Ko -(1+Lj
= m m m m m

Nach drei Zinsperioden ist das Kapital

(37) K, =K0~(1+lj +KO-(1+LJ ~L:KO-(1+LJ (1+lj:K0-(1+lj
= m m) m m m m

Am Ende jeder Zinsperiode wird das Anfangskapital der jeweiligen Periode mit dem Zinssatz L
m

multipliziert und zum Endkapital der Periode addiert:
Anfangskapital der Periode + Anfangskapital der Periode - periodenkonformer Zinssatz
Aus dieser Summe lasst sich stets das Anfangskapital ausklammern:

Anfangskapital der Periode - (1 + periodenkonformer Zinssatz)

Das Anfangskapital wachst also in jeder Zinsperiode mit dem Faktor 1 + periodenkonformer Zinssatz,
hier 1+L. Dieser Faktor wird auf das urspriingliche Anfangskapital so oft angewendet, wie Zins-
m

perioden verstrichen sind. Das Kapital nach einer bestimmten Anzahl von Zinsperioden ist also

. jAnzahI der Zinsperioden

(38) Knach einer bestimmten Anzahl von Zinsperioden = KO ' (1 + a

Zwischen der Anzahl der verstrichenen Zinsperioden und der Laufzeit besteht nun der einfache
Zusammenhang, dass die Anzahl der Zinsperioden, multipliziert mit ihrer Lange, die Laufzeit ergibt:
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(39) Anzahl der Zinsperioden -Lange einer Zinsperiode = Laufzeit

Wird die Zeit t weiterhin in Jahren gemessen und finden pro Jahr in gleichbleibenden Zeitabstanden m
Zinsberechnungen statt, dann fallen in einem Zeitraum von t Jahren m-t Zinsberechnungen an; das
heil}t, die Anzahl der Zinsperioden ist m-t . Dies kann ohne Weiteres in Gleichung (38) eingesetzt

werden. Multipliziert mit der Lange einer Zinsperiode von il ergibt sich fur die Laufzeit nach m-t
m

Zinsperioden entsprechend Gleichung (39) m -t l =t, wie dies zu erwarten war. Das Kapital nach
m

m-t Zinsperioden ist also einfach K;.

Damit lautet die um die Anzahl der Zinsberechnungen pro Jahr erweiterte Zinseszinsformel

(40) K, =K, .(1 + ljm'
m

Fur m = 1 geht diese Formel in die unter der Voraussetzung jahrlicher Zinseszinsen abgeleitete
Zinseszinsformel [Gleichung (8)] Uber.

Mithilfe des Parameters m kénnen aus der erweiterten Zinseszinsformel alle méglichen Verzinsungs-
formen abgeleitet werden, wie im Folgenden gezeigt wird. Es sei zunachst der Fall betrachtet, dass
wahrend der gesamten Laufzeit einer Kapitalanlage tUberhaupt keine Zinseszinsen berechnet werden.
In diesem Fall findet wahrend der ganzen Laufzeit nur eine einzige Zinsberechnung statt — sonst
wlrden Zinsen wieder Zinsen tragen. Fir die Anzahl der Zinsberechnungen m-t gilt dann, dass diese
gleich 1 sein muss:

m-t=1

Hieraus folgt fur diesen Fall
41) m :%

Dies in die Zinseszinsformel nach Gleichung (40) eingesetzt:
14
t

K, =K, - 1+% =K, -(1+i-t)
t

(42) K, =K, +K, -i-t

Dies ist die Formel fiir die Aufzinsung eines Kapitals mit einfacher Verzinsung. ,Einfache“ Verzinsung
heil}t, dass Zinsen keine Zinsen tragen. Die Zinsen werden fiir die gesamte Laufzeit nur auf das
Anfangskapital gerechnet und niemals auf ein um irgendwelche Zinsen erhdhtes Anfangskapital.

Die einfache Verzinsung lasst sich also als Grenzfall der Zinseszinsrechnung betrachten, indem fur
irgendeine Laufzeit nur einmal Zinsen berechnet werden. Die Grenze zur anderen Seite erreicht man,
wenn die Anzahl der Zinsberechnungen pro Jahr erhdht wird. Man kann die Zinsen monatlich, taglich,
stiindlich, jede Minute, jede Sekunde berechnen — eine Obergrenze flir m gibt es nicht. Der Fall

m — oo ist denkbar, und man muss sich fragen, wie hoch das Kapital nach t Jahren dann ist. Hierfir
wird definiert

(43)

i1
m X

Dies in Gleichung (40) eingesetzt:
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m-t
(44) K, =K, (1 +lj
X
Aus (43) folgt
(43) m=i-Xx

Gleichung (45) in (44) eingesetzt:

(46) K, =K, .(1 +lj'“ K, [(1 +1ﬂ
X X

it

Der in Gleichung (46) enthaltene Ausdruck (1 +1] wird gesondert betrachtet. Wenn m gegen
X
unendlich geht, dann geht nach Gleichung (45) auch x gegen unendlich, sofern i > 0, was voraus-

gesetzt wird. Der Grenzwert von (1 +1j fir x > « ist die Eulersche Konstante e:
X

X—>0 X

(47) lim (1 + 1]X =e

Wird in Gleichung (46) der Grenziibergang x — o durchgeflhrt, gilt also

1 i-t
K, = limKo {(1 +;H

(48) K, =K, -€"

Dies ist die Formel fiir die stetige Verzinsung. Das Anfangs- und das Endkapital kbnnen auch nicht-
monetare GréRen sein; in diesem Fall nennt man Gleichung (48) die Formel des stetigen Wachstums,
mit i > 0 als Wachstumsrate.

7. Umstellung der erweiterten Zinseszinsformel nach dem Anfangskapital

Um die erweiterte Zinseszinsformel gemafk Gleichung (40) nach dem Anfangskapital K, umzustellen,

m-t
muss nur durch (1+LJ geteilt werden. Es ergibt sich
m

K
(49) Ko = it it
[t+n)
m
Fir die stetige Zinseszinsformel folgt aus (48):
K
(50) K, = e—‘,

8. Umstellung der erweiterten Zinseszinsformel nach dem Zinssatz

Aus Gleichung (40) folgt

-8- zz03.doc



Herleitung und Umstellung der allgemeinen Zinseszinsformel

K,
m-t ﬁ =1+ L
K, m
LI O
m K,
K
(51) iZm-[mzt—t—‘lj
KO
Fir die stetige Verzinsung folgt aus (48) zunachst
w K
(52) et =—t
KO

Um diese Gleichung nach dem Zinssatz i aufzulésen, muss man nur die Definition eines Logarithmus
ernst nehmen: ,Der Logarithmus einer Zahl ist der Exponent, mit dem die Basis des Logarithmus
potenziert werden muss, um diese Zahl zu erhalten.” Die Basis des natirlichen Logarithmus ist e.

Nach Gleichung (52) ergibt e, potenziert mit i-t, den Ausdruck % .Alsoist i-t der natlrliche
0

. . K R . .
Logarithmus, mit dem man —- erhalt, und man kann ohne Weiteres schreiben

0

. K,
(53) i-t= In(K—OJ

Diese Gleichung nach i aufgeldst:

(54) E

9. Umstellung der erweiterten Zinseszinsformel nach der Laufzeit

Die erweiterte Aufzinsungsformel (40) wird zunachst in folgende Form gebracht:

(55) [1 +L)m.t = E‘

m 0

Die Bestandteile [1 +Lj und ﬁ werden als Ergebnis des natirlichen Logarithmus ausgedrickt,
m 0

indem die Definition des Logarithmus angewendet wird:

(56) el gy 1

(57) okl K

Gleichungen (56) und (57) in (55) eingesetzt:
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In[l}:‘]
(58) t=—~ 0/
i
m~|n(1 +j
m
Es gilt nun auch
(59) e =K,
(60) e =K,

Der Quotient der Gleichungen (59) und (60) ist

eInKt Kt

ean0 - Ko
Hieraus folgt

InK;-InK, _ Kt

Ko

e

(61) In(%} =InK, —InK,

0
Gleichung (61) in (58) eingesetzt ergibt eine alternative Formulierung fiir die Laufzeit:
InK, —InK,
m-In(1 + 'J
m

Fir die stetige Verzinsung folgt aus (53) unmittelbar

(62) t=

|n£}<tj
KO
(63) t=——=

i
oder
(64) t:InKt—.InKO

i
10. Aquivalente Zinssitze

Es ist nun von Interesse, die verschiedenen Formen der Verzinsung miteinander zu vergleichen. Dazu
wird jeweils eine bestimmte Verzinsungsform als Ausgangspunkt gewahlt und dazu derjenige Zinssatz
der Ubrigen Verzinsungsformen bestimmt, der von einem gegebenen Anfangskapital bei gleicher Lauf-
zeit zum selben Endkapital fihrt.
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Zur Unterscheidung der Zinssatze werden diese nach der Verzinsungsform benannt, auf die sie
angewandt werden. Es sei

Zinssatz bei einfacher Verzinsung

Zinssatz bei jahrlicher Verzinsung

Zinssatz bei m-maliger Verzinsung pro Jahr
is = Zinssatz bei stetiger Verzinsung

3
[

Als Erstes sei der Grenzfall der Zinseszinsrechnung, die einfache Verzinsung, zum Ausgangspunkt
gewahlt. Mit i, fur den Zinssatz lautet die Formel der einfachen Verzinsung gemal Gleichung (42):

(65) K, =K, -(1+i, -t)

Die ubrigen Verzinsungsformen sind nach (8), (40) und (48) mit den entsprechenden Zinssatzen

At
(66) K, :KO-(1+|J.)
i m-t
(67) K, =K, -[1 +ﬂj
m
(68) K, =K, -

Die Zinssatze sind aquivalent, wenn sie zum gleichen Ergebnis fiihren, das heilt wenn (65) = (66) =
(67) = (68). Hiervon wird zunachst der Fall (65) = (66) betrachtet.

Ko (14, ) =K, -(1+)

At .
(1+|j) =1+i, -t

1+i =41+, -t
(69) i =41+i, -t =1

Das heildt: Wenn ein Kapital bei einfacher Verzinsung mit dem Zinssatz i, verzinst wird, misste der
Zinssatz bei jahrlicher Verzinsung i, = {/1+i, -t —1 betragen, um dasselbe Endkapital zu erreichen.

Der Zinssatz bei jahrlicher Verzinsung i, = {/1+i, -t -1 ist dem Zinssatz i bei einfacher Verzinsung
aquivalent.

Der Zinssatz bei m-maliger Verzinsung pro Jahr, der einem gegebenen Zinssatz bei einfacher Ver-
zinsung aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (65) und (67):

. m-t
: i
K0~(1+|e~t):K0~(1+Ej

. m-t
(‘I+Iﬂj =1+i, -t
m

14 it

m

(70) i = m~(mﬂ/1+ie 1 —1)

Der Zinssatz bei stetiger Verzinsung, der einem gegebenen Zinssatz bei einfacher Verzinsung
aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (65) und (68):

-11 - zz03.doc



Herleitung und Umstellung der allgemeinen Zinseszinsformel

Ko - (1+i, - t) =K, -e*"

et =1+i, -t
In(1+i, -t) =i, -t
In(1+i, -t
(1) , = +t'e )

Der Zinssatz bei einfacher Verzinsung, der einem gegebenen Zinssatz bei jahrlicher Verzinsung
aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (66) und (65):

(72) i =

Der Zinssatz bei m-maliger Verzinsung pro Jahr, der einem gegebenen Zinssatz bei jahrlicher Ver-

zinsung aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (66) und (67):
At i
Ko-(1+i) =K, .[1+5j

. m-t

[ .
(14’;} =(1+|j)t

1+iﬂ:m/1+ij

oot -1
m

™ e (T -

Der Zinssatz, der bei stetiger Verzinsung einem gegebenen Zinssatz bei jahrlicher Verzinsung
aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (66) und (68):

m-t

~ 3

Ko -(141) =K, -e**

et = (1+ij )t
e =1+i
(74) i, =In(1+i))

Der Zinssatz, der bei einfacher Verzinsung einem gegebenen Zinssatz bei m-maliger Verzinsung pro

Jahr aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (67) und (65):
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(75)

Der Zinssatz, der bei jahrlicher Verzinsung einem gegebenen Zinssatz bei m-maliger Verzinsung pro
Jahr &quivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (67) und (66):

. m-t
KO-(1+%j =K, -(1+i)

m

(76) i = (1+iﬂjm -1

Der Zinssatz, der bei stetiger Verzinsung einem gegebenen Zinssatz bei m-maliger Verzinsung pro
Jahr aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (67) und (68):

. m-t
i, P
KO(1+EJ :}(().eSt
i m-t
et = (1+ﬂ]
m
i i )
es = (1+1J
m

]

Der Zinssatz, der bei einfacher Verzinsung einem gegebenen Zinssatz bei stetiger Verzinsung
aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (68) und (65):

Ko -€" =K, - (1+i, -t)

1+i, -t=e""
i, t=e""-1
it
(78) i =2 t 1

Der Zinssatz, der bei jahrlicher Verzinsung einem gegebenen Zinssatz bei stetiger Verzinsung
aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (68) und (66):

Ky -5 =K, -(1+)
(1+i) =e*
1+i =€*

(79) i =€ —1

Der Zinssatz, der bei m-maliger Verzinsung pro Jahr einem gegebenen Zinssatz bei stetiger Ver-
zinsung aquivalent ist, ergibt sich aus der Gleichsetzung von (68) und (67):
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(80) i, =m- (Ve -1)
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